
2. ТОЧЕЧНЫЕ ОЦЕНКИ

Одной из задач математической статистики (см. 1.2) .явля
ете.я оценка неизвестных параметров выбранной пара.метриче
ской .моде.t�и. 

Очень часто в приложениях рассматривают параметриче
скую модель. В этом случае предполагают, что закон рас
пределения генера.1&ьной совокупности принадлежит множеству 

{ F(x;o): i Е 0 }, где вид функции распределения задан, а век-

тор параметров i = ( 81, ... , 8r) неизвестен. Требуете.я найти 
оценку дл.я i или некоторой функции от него ( например, ма
тематического ожидания, дисперсии) по с.1&у'Чайной выборке
(Х1 , ••• , Xn) из генеральной совокупности Х.

Например, предположим, что масса Х детали имеет нор

мальный закон распределения, но его параметры 81 = µ и 82 = и2 

неизвестны. Нужно найти приближенное значение параметров 
по результатам наблюдений х1, ••• , Xn, полученным в экспери
менте (по реализации случайной выборки). 

Как уже отмечалось (см. 1.2), в математической статисти
ке существуют два вида оценок: mО'Че'Чные и интерва.1&ьные. В 
этой главе будут рассмотрены точечные оценки, а интерваль 
ным оценкам посвящена следующая глава. 

2.1. Состо.ятельные, несмещенные 
и эффективные оценки 

Пусть Xn = (Х1, ... , Xn) - с.лу-ч,айна.я выборка из генераль
ной совокупности Х, функция распределения F(x;8) которой 
известна, а 8 - неизвестный параметр, т.е. рассматривается 
nара.метри-ч,еская .моде.t�ь { F(x;8), 8 Е 0} (дл.я простоты изло
жения будем считать пока, что 8 - скал.яр). 



Требуется построить статистику O(Xn), которую можно 
было бы принять в качестве то-чечной оценки параметра О. 

Интуитивно ясно, что в качестве оценки параметра (} мож
но испольэовать различные статистики. Например, в качестве 
точечной оценки дл.я µ = М Х можно предложить такие статис
тики: 

n- четное;

n - нечетное.

Какую же из этих статистик предпочесть? В общем случае 
нужно дать ответ на вопрос: какими свойствами должна 
обладать статистика O(X1 , ••• ,Xn) = O(Xn), чтобы она была в 
некотором смысле наилучшей оценкой параметра 8?  

Заметим, что в дальнейшем, как правило, будем говорить об 
оценке параметра (} параметрической модели, хотя все 
сказанное можно перенести и на функцию от О. 

Определение 2.1. Статистику O(Xn) называют состо

Аmиьноt't очешеоt't параметра (} Е 0, если с ростом объема 
выборки n она сходится по вероятности к оцениваемому пара 
метру (}, т .е. 

Иными словами, дл.я состоятельной оценки O(Xn) отклоне
ние ее от (} на величину с и более становится маловероятным 
при большом объеме выборки. Это свойство оценки .являете.я 
очень важным, ибо несостоятельная оценка практически беспо
лmна. Однако следует отметить, что на практике приходится 



оценивать неизвестные параметры и при малых объемах вы
борки. 

Естественным является то требование, при выполнении ко
торого оценка не дает систематической погрешности в сторону 
завышения (или занижения) истинного значения параметра О. 

Определение 2.2. Статистику 8(.Xn
) называют несме

щенно� 014енпо� параметра О, если ее математическое ожи-
дание совпадает с О, т.е. MO(Xn) = () для любого фиксирован
ного n. 

Если оценка является смещенно� (т.е. последнее равенство 
не имеет места), то величина смещения Ьn (О) = M8(Xn) - О. 
Как мы увидим да.лее, смещение оценки часто можно устра,. 
нить, введя соответствующую поправку. 

Говорят также, что оченпа O(Xn) .является асимnтоти
чеспи несмещенно�, если при n --+ оо она сходится по веро
ятности к своему математическому ожиданию, т.е. для любого 
е>О 

Предположим, что имеются две несмещенные оценки O(Xn) 
и O(Xn) для параметра О. Если дисперсии DO(Xn) и DO(Xn) 
у довлетвор.яют условию 

(2.1) 

для любого фиксированного n и () Е 0, то следует предпочесть 
оценку 8(.Xn ), поскольку разброс статистики O(Xn) относитель
но параметра() меньше, чем разброс статистики O(Xn)· 

Определение 2.3. Если в некотором классе несмещенных 
оценок параметра О, имеющих конечную дисперсию, существу
ет такая оценка 8(.Xn), что неравенство (2.1) выполн.яется для 
всех оценок O(Xn ) из этого класса, то говорят, что оченпа 
O(Xn) является эффептивно� в данном плассе оченоп. 



Иными СJiовами, дисперсия эффективной оценки параметра 
в некотором классе является минимальной среди дисперсий всех 
оценок из рассматриваемого класса несмещенных оценок. 

Замечание 2.1. Эффективную оценку в классе всех несме
щенных оценок будем называть эффептивно-й оченпо-й, НЕ' 
добавляя CJioв "в классе несмещенных оценок". 

Замечание 2.2. В литературе по математической ста
тистике при рассмотрении параметрических моделей вместо 
термина "эффективная оценка" в классе всех несмещенных оце
нок используют и другие: ,,несмещенная оценка с минимальной 
дисперсией", ,, оптимальная оценка". 

Теорема 2.1. Оценка 

( выборО'Чное среднее) математического ожидания 

О=МХ=µ 

генеральной совокупности Х с конечной дисперсией является 
несмещенной, состоятельной и эффективной в классе всех .1111.
не-йныz оченоп, т.е. оценок вида 

n 

O(Xn) = L OiXi,
i=l 

n 

где Е Oi = 1, для произвольной параметрической модели. 
i=I 

◄ Напомним, что элементы Xi, i = 1, n, СJiучайной выборки

Xn являются независимыми СJiучайными величинами и распре
деленными так же, как и сама генеральная совокупность Х.
Следовательно, MXi = МХ = µ и D Xi = D Х = и2 , i = 1, n.



В силу свойств математического ожидания имеем 

что и доказывает иесмещеииость оценки Х. 
Далее, поскольку поСJiедовательность Х1, ... , Xn состоит из 

независимых одинаково распределенных СJiучайиых величии с 
конечной дисперсией, то в силу закона больших чисел в форме 
Чебышева для любого Е > О 

т .е. оценка Х сходится по вероятности к оцениваемому пара
метру, а это и означает ее состоятельность: 

Покажем теперь, что 
n n n n 

Di(Xn) = D LaiXi = LD(aiXi) = LalDXi = u2 Lal 
i=l i=l i=l i=l 

достигает своего минимального значения при Oi = 1/n, т.е. 
когда оценка i(Xn) = Х, что и означает эффективность оценки 
Х в классе линейных оценок. 

Для отыскания уСJiовиого минимума функции  

n 

g(a1 1 • • •  1
an) = La� 

i=l 

при ограничении 
n 

составим функцию Лагранжа  

n n 

L(a1,••·, an;�) 
= La� +�(Lai -1 ), 

i=l i=l 



где>. - множитель Лагранжа. Необходимые условия существо
вания условного экстремума имеют вид 

i= 1,n, 1:� =2ni+>.=O,

дL 
n 

- = Eni-1=0.
д). i=l 

Решив эту систему, находим >. = -2/n и Gi = 1/n, i = 1, n, и
убеждаемся в том, что при этих значениях аргументов функция 
g(n1, ••• ,nn) имеет условный минимум. ► 

Замечание 2.3. Можно доказать состоятельность оценки 
Х для математического ожидания (если оно существует), не 
предполагая существования конечной дисперсии D Х. # 

Свойства выборочной дисперсии

и2 (Хn) = � t(xi - Х)
2

i=l 

отражены в следующей теореме. 

Теорема 2.2. Если Xn - случайная выборка из генераль
ной совокупности Х с конечной дисперсией и2 , то выборочная
дисперсия u2 (Xn) - смещенная состоятельная оценка и2 • 

◄ Действительно,

-
1 n 

-

1 
n - 2 

и2(Хn) = - L(Xi-X)2
= -E((xi-µ)-(X-µ)) =

n i=l
n i:.::l

1 n 1 n 1 n 

= ;E(Xi-µ)2-2(X-µ)-E(Xi-µ) +-Е(Х -µ)2 = 
i=l n i=I 

n i=l 

= .!_ ·t)Xi -µ)2 - 2(Х - µ)2 + .!_n(X -µ)2 = 
n . n 

•=1 

1� 2 - 2 = - L..,(Xi - µ) -(Х -µ) .
n i=I 



Используя свойства математического ожидания, получим 

т.е. a2 (..Xn) - смещенная оценка для дисперсии. 
Докажем, что u2 (Xn) является состоятельной оценкой. До

казательство проведем для случая, когда генеральная совокуп
ность имеет моменты до четвертого порядка включительно и 
нулевое математическое ожидание. Последнее допущение не 
является принципиальным, так как дисперсия не зависит от 
значения ее математического ожидания (от точки отсчета). 
Применяя второе неравенство Чебышева, имеем 

Найдем дисперсию и2 ( Xn): 

1 Ln 

2 -1 Ln 

1 -=-2 1 

L
n 

2 -2
=- Х- -2Х- Xi+-nX =- Х- -Х . 

п • п п п ' 
i=l i=l i=l 

Воспользуемся известным равенством, согласно которому дис
персия скалярной случайной величины равна математическому 
ожиданию ее квадрата минус квадрат ее математического ожи
дания: 



Поскольку 

заключаем, что 

Получим выражения для математических ожиданий трех 

слагаемых, используя свойства математического ожидания и 

независимость случайных величин Xi, i = 1, n, каждая из кото

рых имеет нулевое математическое ожидание и дисперсию и2
• 

Для первого слагаемого имеем 

n n n 

+ L мхf MXJ= I:m4+ Е u2и2 =nm4+n(n-l)u4 .
i,j=J i=l i,j=J 
i'Fj i::/:,j 

Чтобы вычислить второе слагаемое, преобразуем его: 



Так как 
n n 

мExiXk= LMXiMXk = O, k = 1, n ,
i=l i=J i#,k i::l,k 

то 
n n 

MLXt L X;Xk =

j,k=1 
j# 

Следовательно, 

n 

L M(XtX;Xk}+ 2  L M(XfX;}=O.
i,j,k=1 i,j=l 

i::l,j,i#,#k i::l,j 

1 (n n ) 1 
= n2 М �Х; + � Х; Xf = п2 (п m4 +п(п- l}o-4).

1=1 1,1=1 

i::/,j 

Аналогично можно показать, что 

мх4 = �4 (txi) 4 = m4 +з� - l)o-4.
1=] 

В итоге получаем 

м(..-..2(Х- ))2 _ n m4 +n(n- l}o-4 2(n m4 +n(n- l)o-4)
О" n - 2 - 3 + 

п п 

о 4 о 4 о 4 о ( )4 m4 -Зо- 4 m4 -Зо- 2 m4 -5о- m4 +3 п - 1 и + nЗ = о-+ - 2 + 3 • n п п 

Поскольку Mu2(.Xn) = о-2- о-2/п, окончательно находим

о 4 о 4) о 4 ...... 2 - m4 -о- 2(m4 -2о- т4 -Зо-Dо- (Xn)=---- 2 + 3 , п п п 



откуда с учетом второго неравенства Чебышева и следует 
состоятельность оценки u2 (.Xn) дли дисперсии о-2 генеральной 
совокупности х. ► 

Замечание 2.4. Из теоремы 2.2 следует, что статистика 

является несмещенной и состоятельной оценкой дисперсии о-2 

генеральной совокупностJ1. Ее называют uсnравлепной вы
борочной дисперсией. 

Действительно, 

n 

2 - n 1 L( v\2 n 2 -S (Хп)=-·- Xi-XJ =-и (Xп}-n- l n n-1 
i=] 

Имеем 

и 

Ms2(X- ) n м--2(Х- )
n n-1 2 2

n 
=-- О' n =--·--и =и 

n-1 n-1 n

при n ➔ оо, откуда и следует несмещенность и состоятельность 
S2(.Хn}-

Отметим, что в дальнейшем ее выборочное значение будем 
обозначать S2

• 

Замечание 2.5. Можно доказать, что выборочные на
ЧаJ&ьные и центральные .моменты являются состоятельными 
оценками соответствующих моментов генеральной совокупно
сти, если только они существуют*. Однако эти оценки, кроме 
Х, являются смещенными. 



Пример 2.1. Пусть п - число испытаний по схеме Бер
нулли с неизвестной вероятностью успеха О. Рассмотрим слу
чайную выборку (Х1, . . .  , Xn), где Xi, i = 1, п, - случайная 
величина, которая с вероятностью (J принимает значение 1 
(,,успех" в i-м испытании) и с вероятностью 1-0 - значение 
О (,,неудача" в i-м испытании). 

В качестве оценки (} возьмем относительную частоту успе-
хов, т.е. O(Xn) = k(Xn)/n, где 

n 

k(Xn) = Lxi 
i=l 

есть суммарное чис.ло успехов в п испытаниях. Эта оценка 
является несмещенной, так как 

и состоятельной, что непосредственно вытекает из закона боль
ших чисел в форме Бернулли, согласно которому для любого 

В дальнейшем в соответствии с установившейся традицией 
статистику k(Xn), так же как и ее значение, часто будем 
обозначать просто символом k. В каждом конкретном случае 
должно быть ясно, о чем идет речь: о случайной величине или 
ее реализации. 

Пример 2.2. Пусть Х1 , • • •  , Xn - случайная выборка из 
генеральной совокупности Х, имеющей нормальное распреде
ление с неизвестным средним значением (} и известной диспер
сией а2

•

Оценка 0=0(X1, ••• ,Xn)=X1 является несмещенной для(},

ибо МХ1 = МХ = О, но не является состоятельной, так как, 
во-первых, Х 1 не зависит от объема выборки и, следовательно, 



ее распределение не меняется с ростом n, а во-вторых, 
с t2 

} 
2 

1--P{IX1 - 81 < Е = м= е 2и2 dt # 1.
qу21Г 

Пример 2.3. Имеем случайную выборку Xn из генеральной 
совокупности Х с равномерным законом распределения 

( ) 
{

-
ь 

1 , t Е (а, Ь],
Р t;fJ =

-а 
о, t r/. [а, Ь], 

r де Ь 
- а = l - известная величина, (} = (а+ Ь) /2 - неизвестный

параметр. 
Вооьмем в качестве оценки параметра(} среднее арифмети

ческое крайних -ч.ленов вариационного р.яда 

Убедимся, что fJ*(Xn) является несмещенной оценкой пара
метра (} и в классе всех несмещенных оценок Х не является 
эффективной оценкой параметра (} для заданной параметриче
ской модели. 

Плотности распределения Х
щ 

и X(n) на отрезке (а, Ь] соот
ветственно равны 

( x-a
)

n-1 1
Px(l,(x) = n 1- Ь-а Ь-а' 

(см. пример 2.20). Вычислив а 

ь 

MX
(l)=fxn(

b
ь
-x

)
n
-l_

b 
1 dx=b--n-(b-a),

-а -а n+l 
а 

!ь 
(

x-a
)

n-i 1 п 

МХ(п)= хп -
6- -

6
-dx=a+--(b-a),

-а -а n+1 
Q 



получим 

что и доказывает несмещенность оценки О*(хn)-
Да.лее, используя совместную плотность распределения ве

роятностей случайных величин* X(I) и X(n)

и равенство 

можно получить 

DO*(.X ) - (Ь- а)2

n -2(n+l)(n+2)" 
Поскольку 

DO*(Xn)<D(X)=o-
2 

= (Ь-а)2, n�З,
n 12n 

то, следовательно, в классе всех несмещенных оценок Х не явля
ется эффективной оценкой параметра 8 для рассматриваемой 
параметрической модели. 

Теорема 2.3 ( о единственности эффективной оцен
ки). Пусть O(.Xn) и 8(.Xn) - две эффективные оценки дл.я 
параметра 8 рассматриваемой параметрической модели. Тогда 



где равенство следУет понимать в вероятностном смысле: 

◄ Действительно, рассмотрим статистику

По условию DO(Xn) = DО(Хп)- Значит, 

DO*(Xn} = ¼(ni(.Xn) + DO(Xn}) + ½cov(O(Xn),i(Xn)) = 

= ½(ni(Xn) +cov(O(Xn),O(Xn)) ). 

Поскольку 

то 

DО*(Хп) = ½ IDO(Xn} +cov(O(Xn),O(Xn))I �

� ½(ni(Xn) +cov(O(Xn},O(Xn))) � DO(Xn)-

A так как О(Хп) - эффективна.я оценка, то 

и, как следствие, 

Из последнего равенства следует [XVI], что 



Так как 

то получаем k = 1. Из условия н�смещенности оценок следует, 
что Ь= О: 

Таким образом, 8(.Xn) = O(Xn)- ► 

В дальнейшем изложении при рассмотрении параметриче
ских моде.лей будем использовать дифференцирование по пара
метру под знаком интеграда, завис.ящего от параметра. Па
раметрические моде.ли, для которых выполнены условия, обес
печивающие законность указанных операций, называют регу
ЛАрны.ии .кодеJU.Ии. 

Теорема 2.4 ( неравенство Рао - Кра.-ера*). Пусть 
рассматриваемая параметрическая моде.ль является регулярной 
и O(Xn) - несмещенная оценка неизвестного параметра О. 
Тог да имеет место неравенство 

где 

1(8) =М ( дlnp�;B}) 2 

(2.2) 

Здесь /(О) - количество инфор.качии no Фишерfi* в од
ном наблюдении, ap(t;O) - плотность распределения генераль
ной совокупности Х в случае непрерывной статистической 
модели и вероятность события { Х = t} в случае дискретной 
статистической модели. 



◄ Доказательство проведем ДIIЯ непрерывной модели. Пусть
p(t;8) >О при t Е А С R и p(t; 8) =Опри t (/. А. Тогда плотность 
распределения 

PgJT,8) =PgJt1, ... ,tn, 8) = Пp(ti;B) 
i=l 

случайной выборки Xn отлична от нуля на множестве 

В=А х Ах ... х AcRn,

где Т = ( t1, ... , tn) - векторный аргумент. Поскольку 

имеем 

! PgJT, fJ)dT= ! PgJT, fJ)dТ= 1,
кn в 
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дlnpgn(T, 8)
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Pxn ' 
в 

(2.3) 

Так как О(Х1, ... ,Xn) - несмещенная оценка параметра 8, то 

М O(Xn) = f 8(Т) P.in (Т, 
8) dT = f О(Т) P,in (Т, 8) dT = 8. 

Rn В 

Таким образом, 

д
!,,._ ! .....дfJ 

8(T)pgJT, 8)dT= 8(T)pgJT, 8)dT= 1, 
кn в 



или, что то же самое, 

/,,.. 
дlnp.-, (Т О) 

О(Т) �fJ ' pgJT, O)dT= 1. (2.4) 

в 

Умножив равенство (2.3) на параметр(} и вычтя его из равен
ства (2.4), приходим к равенству 

/ 
,,.. 

дlnpg (Т О) 
(О(Т)-0) дlJ ' pgJT, O)dT=l.

в 

Согласно неравенству Коши - Буняковского, имеем 

(2.5) 

--
2 

дlnpg (Т,О) ( )
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1� j(o(T)-0) pgJT,O)dT / аё 
PgJT, O)dТ= 

в в 

..... ... 
(

дlnpg (Xn, O)
) 
2

=DO(Xn)M д
О

откуда и следует неравенство (2.2), так ка1< 

Неравенство (2.2) определяет нижнюю границу дисперсий 
несмещенных оценок параметра(} дли регулярных моделей. 



Величину 
1

е(О) = n/(0) DO(Xn)
называют nопазате.11е.к эффективности no Рао - Кра
меру. Из (2.2) следует, что для любой несмещенной оценки 
параметра О величина е(О) удовлетворяет условию О< е(О) � 1. 

Определение 2.4. Несмещенную Otfeнny 8(.Xn) параметра 
8 Е 0 С R называют эффе,стивно-й no Рао - Кра.керу, если 
показатель эффективности е(О) = 1. 

Замечание 2.6. Равенство 
.... ... 1 

DO(Xn) = nl(O)
имеет место тог да и только тог да, когда 

дlnp,.,, (Xn,O) .... ... 

лдО 
= а(О) (O(Xn) - О), 

что является необходимым и достаточным условием обраще
ния неравенства Коши - Буняковского в равенство. Следова
тельно, это равенство являете.я ,cpumeptie.к эффептивности 
iJJU регу.11J&рньи: .коде.1&еil.. При этом из равенства (2.5) сле-
дует, что а(О) = 1/DO(Xn)• 

Замечание 2. 7. Эффективна.я оценка по Рао - Крамеру 
дл.я рассматриваемой регулярной модели являете.я эффектив
ной (см. определение 2.3). Утверждение следует из теоремы 2.3 
о единственности эффективной оценки в классе несмещенных 
оценок. Обратное утверждение неверно, поскольку не люба.я па
раметрическая модель является регулярной (см. пример 2.21). 

Пример 2.4. Рассмотрим нор.ммьную .модель N(О,.т2) в 
предположении, что дисперсия о-2 известна. Оценка 



является несмещенной для неизвестного среднего значения 8 = 

= µ ( см. теорему 2.1). Убедимся в ее эффективности по
Рао - Крамеру. Во-первых, в силу независимости элементов
случайной выборки Xn = (Х1, .. . , Xn) имеем

(1 n ) 1 n 1 q2 

D(Xn ) = D - '"'xi = 2 �DXi = 2no-2 = -.
nL...J n !-- n n 

i=l 1=1 

Во-вторых,

1(8) = м(!.10(-1-е
д8 v'iio-

(Х -8)
2 )2 

2с,-2 ) = 

=M(�(ln-1--lno-- (Х-8) 2

))
2 

=М (Х -8) 2 = о-2 = _!__
.д8 -/2:i 20'2 q4 q4 q2 

Следовательно,

е(8) -
1

- n -1 -
n/(8) DX n_!_. 0-2 - ' 

с,-2 

т .е. для нормальной модели Х - эффективная оценка парамет
раµ. 

Пример 2.5. Рассмотрим модель N(µ,8) в предположении,
что среднее значение µ генеральной совокупности известно, а
8 = о-2 - неизвестный параметр.

Покажем, что 

является несмещенной и эффективной по Рао - Крамеру оцен
кой параметра о-2 • Действительно,

т.е. 82 (.Xn ) - несмещенная оценка.



Вычислим дисперсию S2(Xn): 

Затем определим информацию по Фишеру: 

поскольку для нормальной модели m4=3и4 . В результате 
получим 

~2 - 1 
DS (Xn) = nl(B) и е(8) = 1, 

т.е. S2(.Xn) - :эффективная оценка параметра 8 для нормальной
модели. #

3аметим,что 



.являете.я несмещенной оценкой параметра и
2 (см. замечание 

2.4), но для нормальной модели N(µ,8) эта оценка не .являете.я 
эффективной. Это вытекает из теоремы 2.3 о единственности 
существования эффективной оценки. Можно показать, что 

Следовательно, 

1 n-1 

е(О) 
= nl(O)DS2(Xn) = -

n
- < l.

Пример 2.6. Рассмотрим экспоненциальную модель 

Покажем, что Х .являете.я :эффективной по Рао - Крамеру 
оценкой неизвестного параметра (J. Действительно, 

откуда заключаем, что 

1

е(О) = -1-е�2 
= 1. 

n-•-
82 n 




