
Критерий Неймана -Пирсона 

При построении критерия для проверки статистических
гипотез, как правило, исходят из необходимости максимиза­
ции его мощности 1 - /3 ( минимизации вероятности совершения
ошибки второго рода) при фиксированном уровне значимости
а критерия (вероятности совершения ошибки первого рода).
Дл.я упрощения дальнейших рассуждений будем считать, что
Xn - еду-чайная выборка объема n из генера.11ьной совокупно­
сти непрерывной случайной величины Х, плотность распре­
деления вероятностей которой p(t;8) зависит от неизвестного

параметра 8, и рассмотрим две простые гипотезы Н0 : (J = 80 и 
Н1: О= 81. 

Введем функцию случайной выборки Xn : 
n 

L(Xn ;8) = Пр(Хi;е). 
i=l 

Cmamucmuкa <p(Xn) представляет собой отношение функций 
правдоподобия при истинности а.льтернатuвной и основной 
гипотез соответственно. Ее называют отношением nрав­

доnодоби.я. Дл.я построения оnти.иального* (наиболее моЩ­
ного) при заданном уровне значимости о притери.я Нейма­

на - Пирсона в критическое множество W включают те 
элементы Xn выборочного пространства Xn случайной выбор­
ки Xn , для которых выполняете.я неравенство 

где константу C
r.p 

выбирают из условия 

которое обеспечивает заданное значение уровня значимости а 
и может быть эаписано в виде 

J-J L(ti, ... ,tn ;8o) dt1 ... dtn = о. 
r.p(t1 , ... ,tn)�Ccp 



При зтом вероятность ошибки второго рода не может быть 
уменьшена при данном значении вероятности ошибки первого 
рода о. 

Рассмотрим примеры построения оптимального критерия 
Неймана - Пирсона при проверке простых гипотез относи­
тельно параметров основных, наиболее часто используемых 
распределений. 

Пример 4.4. Построение оптимального критерия Нейма­
на - Пирсона для параметра µ нормального закона распре­
деления с известной дисперсией и2 проведем для случая двух
простых гипотез 

где µо и µ1 - некоторые заданные значения, связанные нера­
венством µо < µ1. 

В рассматриваемом случае функция правдоподобия имеет 
вид 

а отношение правдоподобия -

В данном случае неравенство 

равносильно неравенству 

(4.1) 



где константу С выбирают из условия обеспечения заданного
уровня значимости о: 

P{Lxi � С 1 µ = µо} = о. (4.2) 
i=l 

Действительно, 

откуда следует, что 

Случайная величина Х1 + ... + Xn имеет нормальное рас­
пред�ение с математическим ожиданием nµ и дисперсией nu2 

(см. 1.2). Поэтому условие (4.2) можно записать в виде 

(4.3) 

или 
uC-nµo,/ii 

= Ut-a•

Таким образом, константа С, задающая критическую область 
в (4.1), определ.яется равенством 

(4.4) 

При этом веро.ятность совершени.я ошибки второго рода 

явл.яетс.я минимально возможной при данном значении n. 



Пример 4.5. Если в условиях примера 4.4 неравенство 
µ,о< µ1 заменить неравенством µ1 < JJ,o, то в этом случае 
критическое множество W задаете.я неравенством 

где константу С выбирают из услови.я 

n 

P{Lxi � С 1 µ=JJ,o} =а.

i=l 

Таким образом, 

или, что то же самое, 

Из последнего равенства находим С= nJJ,o- ut-au,./n. 

Пример 4.6. Построение оптимального критери.я Нейма­
ва - Пирсона в случае экспоненциального ра.спределени.я с 
параметром ,\ проведем дл.я двух простых гипотез 

где .\о< .\1, В этом случае функци.я правдоподоби.я 

n 

L{Xt,••·,Xn ;.\) =.\n exp(-.\Exi)• 
i=l 

Таким образом, 



Отсюда видно, что критическое множество можно задать не­
равенством 

где константа С выбрана из условия обеспечени.я заданного 
уровн.я значимости а: 

P{Lxi � С 1,\ =,\о}= а.
i=l 

Случайная величина 2,\(Х1 + ... + Xn) при ,\=,\о имеет
х2-расnределенuе с 2n степен.ями свободы (см. Д.3.1). Исход.я
из этого, получаем выражение дл.я константы С:

С- x�(2n) ,\ -
2 о, 

где x�(2n) - квантиль уровн.я а дл.я х2-распределения с 2n 
степен.ями свободы. При этом веро.ятность совершени.я ошибки 
второго рода равна 

rз =P{Exi > с 1,\= ,\1} = 
i=l 

где H2n(t) - функция распределения случайной величины, 
имеющей х2-распределеиие с 2n степен.ями свободы. 

Пример 4.7. Построение оптимального критерия Нейма­
на - Пирсона ДЛJI параметра биномиального распределениJI 
проведем дл.я случая двух простых гипотез 

Но: Р=Ро, 

где р - веро.ятность "успеха" в одном испытании при реали­
зации схемы независимых испытаний Бернулли, а р0 и р1 -



заданные значени.я параметра, удовлетвор.яющие неравенству 
Ро < Pl· 

Пусть объем испытаний достаточно велик и Х; - результат 
j-ro испытания. Случайная величина Х; принимает значени.я
О и 1 с веро.ятност.ями 1 - р и р соответственно. Функци.я
правдоподоби.я в этом случае имеет вид

где K(.Xn) = Х1 + ... +Xn - общее число "успехов" в серии из 
n испытаний. Отношение правдоподоби.я определ.яетс.я равен­
ством 

Значит, критическое множество для оптимального критерия 
Неймана - Пирсона в данном случае имеет вид 

n 

K(xn)= LXi �с. (4.6) 
i=l 

Константу С выбирают исход.я из услови.я 

Распределение случайной величины K(Xn) при достаточно 
больших n в соответствии с известной интегральной теоремой 
Муавра - Лапласа имеет асимптотически нормальное рас­
пределение с математическим ожиданием µ = пр и дисперсией 
и2 

= np(l - р). Используя указанное распределение, выберем 
константу С в ( 4.6) из услови.я обеспечени.я заданного уровн.я 
значимости n, т.е. из услови.я 

(4.7) 



откуда, используя квантиль и1-а стандартного нормального 
закона,получаем 

С= nPo + 'Ut-aVnPo(I - Ро)-

При этом вероятность ошибки второго рода равна 

4.4. Определение объема выборки 

Выше (см. 4.З) при построении оnтuмаАьного кpumepwi

Неймана - Пирсона с заданным уровнем значимости а пред­
полагалось, что об-ье.м n случайной выборки Xn известен и 
фиксирован. Но возможной являете.я ситуация, когда возникает 
необходимость в определении (заранее, до проведения наблюде­
ний) такого объема n* случайной выборки, при котором может 
быть построен критерий для проверки двух простых гипотез
Н0: 8 = 80 и Н1: 8 = 81 с заданными или меньшими значениями 
вероятностей а и /J совершения ошибок первого и второго рода

соответственно. 
В рассматриваемой ситуации величину n* определяют как 

минимальное целое значение n, для которого система нера­
венств 

может быть выполнена при некотором значении константы 
С = С*. При этом соответствующий оптимальный критерий 
Неймана - Пирсона, обеспечивающий заданные значения а, {3 



будет иметь критическое множество, определяемое неравен­
ством 

<p(x1,•••,xn) ;;э: с;. 

Пример 4.8. Определим объем выборки для случая нор­
мальной модели. 

Для ситуации, рассмотренной в примере 4.4, из выражений 
(4.3), (4.5) получаем, что система неравенств (4.9) в этом случае 
имеет вид 

(С-nµo)1-Ф 
и,/n 

� а,

Следовательно, дл.я обеспечения заданных значений а, /3 ве­
ро.ятностей совершения ошибок первого и второго рода ми­
нимально необходимый объем n* выборки и соответствующую 
константу С* можно определить из системы уравнений 

(C-nµo)1-Ф 
и,/n 

=а, 

Используя квантили стандартного нормального распределения, 
запишем эти уравнени.я в виде 

C-nµoг.;: 
= t.&1-a, 

Uv•• 

(4.10) 

ИсКJiючая из уравнений константу С, находим необходимый 
объем выборки 

(4.11) 

Пусть, например, требуете.я проверить гипотезы 

Но: µ = µо = 3,5, 

при и= 0,8 и заданных значениях вероятностей а= 0,05, {З = 0,1. 
Примен.я.я формулу (4.11) и учитывая, что i&J-a = tto,эs = 1,64,

u1

61.
8_p 

борки 
= ио,9 

"' 

= 
 

1,2
 
, получаем необходимый в этом случае объем

вы n =



уменьшен при тех же значениях вероятностей совершения оши­
бок первого и второго рода в последовательной схеме наблюде­
ний, когда решение об остановке наблюдений принимается по 
ходу процесса наблюдений, в зависимости от получаемых дан­
ных (см. 4.6). 

4.5. Сложные параметрические гипотезы 

Предположим, что требуется проверить две сложные гипо­
тезы 

Но: О Е 0о, (4.13) 

где 00, 01 - некоторые непересекающиеся области значений 
параметра fJ. Например, области 00, 01 могут быть заданы 
неравенствами О � Оо и О � 01, где Оо и 01 - некоторые фикси­
рованные значения параметра, удовлетворяющие неравенству 
Во< 01. 

Критерий проверки сложных гипотез (4.13) по-прежнему 
задается с помощью крити-ческого множества W реадизаций 
случайной выборки Xn, на основе которого решение принимают 
следующим образом: 

- если реализация Xn случайной выборки Xn принадлежит
критическому множеству W, тогда основную гипотезу Но 
отвергают и принимают альтернативную гипотезу Н1; 

- если реализация Xn случайной выборки Xn не принадле­
жит критическому множеству W, тог да отвергают альтерна­
тивную гипотезу Н1 и принимают основную гипотезу Н0 • 

Вероятности совершения ошибок первого и второго рода в 
случае сложных гипотез имеют прежний смысл и определяются 
выражениями 

а(О) = Р{ (Х1, ... , Xn) Е W \ О}, О Е 0о; 

,8(8)=Р{(Х1, ... , Xn)EW\O}, 0Е01. 



В отличие от случа.я простых гипотез, величины а-(8), /Э(8) 
являются некоторыми функциями от параметра 8. 

Максимально возможное значение вероятности совершения 
ошибки первого рода 

а= maxa-(8) 
ееео 

называют размером критерUА. 
Функцию 

определяющую значение вероятности отклонения основной ги­
потезы Но в зависимости от истинного значения параметра 8,

называют функчие-й мощности критери... Если существу­
ет критерий, который при данном фиксированном размере а

максимизирует функцию мощности М ( 8) по всем возможным 
критериям одновременно при всех 8 из множества 01 , то та­
кой критери-й называют равномерно наиболее мощным. 
Равномерно наиболее мощные критерии существуют лишь в не­
которых частных случа.ях при проверке гипотез относительно 
одномерных параметров (см. примеры 4.10-4.12). 

Вероятности совершения ошибок первого и второго рода 
сВJiзаны с функцией мощности следующими соотношениями: 

а-(8) = М(8), 8 Е 0о; 

/3(8) = 1- М(8), 8 Е 01. 

(4.14) 

(�15) 

Тем самым равномерно наиболее мощный критерий, если он су­
ществует, минимизирует вероятность совершения ошибки вто­
рого рода /J(8) (при фиксированном размере а) одновременно 
при всех 8 Е 01. 

Замечание 4.1. Формально равенства (4.14), (4.15) спра­
ведливы при всех возможных значениях 8, но при значениях 
8, отличных от указанных в (4.14), (4.15), величины а-(8), /j(B) 



тер.яют свой смысл - вероятностей совершения соответствую­
щих ошибок. #

Иногда наряду с функцией мощности используется также 
оперативна.. zарактеристика криmериА 

представл.яюща.я собой вероятность принятия основной гипоте­
зы Н0 при условии, что истинное значение параметра равно 8. 
Нетрудно увидеть, что оперативна.я характеристика и функция 
мощности связаны соотношением s(fJ) =·1-M(fJ). 

Построение критериев дл.я проверки сложных параметриче­
ских гипотез проиллюстрируем далее для случа.я нормальной 
модели. 

Пример 4.10. Рассмотрим проверку простой гипотезы 
Н0: µ=µо против сложной гипотезы Н1: µ>µо относитель­
но параметра - среднего µ нормального распределения при 
известной дисперсии и2• 

При любом µ1 > µ,о критическая область оптимального наи­
более мощного критерия Неймаиа - Пирсона размера а для 
простых гипотезµ= µо противµ= µ1 имеет вид (4.1}, где кон­
станту С выбирают из услови.я (4.2) или (4.3). Поэтому она не 
зависит от µ1• Это означает, что построенный уже выше для 
указанных простых гипотез критерий с критическим множе­
ством, задаваемым неравенством (4.1) 

n 

LXi �С= nµ,o +u.i-au-/n, 
i=l 

(4.16) 

яВЛJiется равномерно наиболее мощным критерием размера 
а для данной задачи со сложной альтернативной гипотезой 
Н1: µ> µо. 



4.6. Последовательный критерий 
отношения правдоподобия 

Во многих случаях на практике наблюдения проводят 
после­довательно. При зтом статистическая информация 
поступает не один раз, а последовательными порциями данных. 
Предполо­
жим, что наблюдается последовательность независимых одина,. 
ково распределенных непрерывных случайных величин Х1, ••. ,

Xn, ... , каждая из которых имеет плотность распределения р( х; 
8), где 8 -некоторый параметр, значение которого не­ известно. 
На основе результатов наблюдений Х1, •.. , Xn, ••• нужно 
проверить две простые гипотезы Н0: 8 = 80 и Н1: 8 = 81, где 80, 81 
-некоторые заданные значения параметра. 

В рассматриваемой ситуации количество наблюдаемых 
слу­чайных величин (и тем самым об-ье.м выборки) не 
фиксируете.я заранее, а определяется по ходу наблюдений, в 
зависимости от получаемых данных. Последовательный 
иритерий отн.о­шени.. nравдоnодоби.. (иритериt1 
Ва.,сьда*) строят следу­ющим образом. На очередном n-м шаге 
наблюдений, исход.я из полученных результатов наблюдений х1, 

••• , Xn, вычисляют 

Эта величина имеет смысл значении отношения правдоподобия 

дл.я гипотез Но и Н1 на n-м шаге наблюдений. На каждом n-м 
шаге проверяют следующие два неравенства: 

(4.26) 

где В и А- некоторые заданные константы, удовлетворяюшие 
условию О < В < 1 < А. Если оба неравенства ( 4.26} выполняют­
ся, то наблюдения продолжают, т.е. осуществляют наблюдение 
следующей случайной величины Xn+I · Другими словами, нера­ 
венства ( 4.26) задают 

II 
область продолжении наблюдений" для 

критерия Вальда. 



Наблюдения прекращают при первом нарушении хотя бы 
одного неравенства ( 4.26). При нарушении левого неравенства 
принимают гипотезу Н0• При нарушении правого неравенства 
принимают гипотезу Н1• Таким образом, номер 11 шага, на 
котором прекращают наблюдения для критерия Вальда, 
опре­дел.яют из равенства 

(4.27) 

Вектор результатов наблюдений для любого последователь­
ного критерия, и в том числе ДЛJ1 критерия Вальда, имеет вид 
(v, х1, .•• , xv), где 11 - номер шага, на котором прекращены 
наблюдения, х1, ••• , Xv - совокупность всех результатов на­
блюдений. 

Для критерия Ба.льда правило принятия решения по резуль-
татам ИСПЫТаНИЙ Х1

1 
• • •  

1 
Xn имеет следуЮЩИЙ ВИД: 

- если <pv (x1, ••• ,xv ) � В, то принять гипотезу Н0;
- если li'v (x1, ••. ,xv) � А, то принять гипотезу Н1.

Вероятности совершения ошибок первого и второго рода

(рисии первого и второго рода} дли этого критерия равны 
соответственно 
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