
 ПРОВЕРКА

НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ 

Статистические методы, изложенные в 2-4, опираются на 
различные априорные допущения о виде исследуемой стати

стической модели. Например, метод максимального nравдо

nодоби.я применяют при известном ( с точностью до вектора 
параметров) законе распределеви.я генеральной совокупности. 

Основные методы построения доверительных интервалов и 
проверки статистических гипотез основаны на предположе
нии о норма.львом законе распределено.я гевера.львой совокуп
ности. Все эти методы предполагают, что результаты наблю
дений являются реа.лизаци.ями независимых случайных вели
чин. 

Оказываете.я, что многие предположения о виде статисти
ческой модели, в том числе все перечисленные выше, можно 
сформулировать как статистические гипотезы и проверить при 
помощи статистических критериев на основании статисти

ческих данных. Наиболее важные из этих критериев рассмотре
ны в этой главе. 

1. Критерии согласи.я. Простая гипотеза 

Критери.ями согласи.я называют статистические критерии, 
предназначенные дл.я обнаружено.я расхождений между гипо
тетической статистической моделью и реальными данными, 
которые эта модель призвана описать. Другими словами, они 
выясняют, насколько предположено.я о распределении случай
ных величин соответствуют зксперимевта.львым давным, т.е. 
не вступает ли принятая статистическая модель в противоре
чие с имеющимися данными. 

Критерий Колмогорова. Пусть X
n - случайная вы

борка об-ье.ма п из генера.11,ьной совокупности Х. Рассмотрим 
задачу проверки простой статистической гипотезы Но о том, 
что функция распределения F(t) случайной величины Х совпа
дает с некоторой известной функцией Fo(t): 



Но: F(t) = Fo(t), t Е R.. (5.1) 

Предположим, что случайная величина Х непрерывна. Провер
ка основной гипотезы Н0 против альтернативной гипотезы 

Н1 : F(t) =/= F0(t) для некоторых t Е IR (5.2) 

основана на статистике D(Xn), реализации D(xn) которой 
определяют по формуле 

D(xn) = sup IFn(t) - Fo(t)I, (5.3) 

где Fn(t) - .эмпирическая функv,и.я расnреде.п.ени.я, построенная 
по реализации Xn с.11учайной выборки Xn. 

При заданной вероятности а совершения ошибки перво
го рода критерий Колмогорова* отклоняет гипотезу Но в 
пользу Н1 на уровне значимости а, если 

где D1-a - квантиль уровня 1 - а распределения случайной ве
личины D(Xn) при условии истинности основной гипотезы Н0.

Если же 

то делается вывод о непротиворечивости (согласии) статисти
ческих данных гипотезе Но. 

Разобраться в сути этого форммьного определения можно 
при помощи следующего нестрогого рассуждения. Согласно те
ореме 1.1, случайна.я величина F(t;Xn) - Fo(t), где F(t;Xn) - 
выборочная функция расnреде.п.ени.я, дл.я любого t в случае ис
тинности основной гипотезы Но стремится к нулю при n ➔ оо, 
а в случае истинности альтернативной гипотезы Н1 - к ве
личине F(t) - F0(t), которая дл.я некоторых значений t может 
быть отлична от пул.я. Поэтому при n ➔ оо случайна.я величина 
D(.Xn) стремите.я к неслучайной величине suplF(t)- Fo(t)I, ко-

тора.я в случае истинности основной гипотезы Но равна нулю, а 
в случае истинности альтернативной гипотезы Н1 .является 



положительной величиной. Сл�довательво, если дл.я 
статистических данных, представленных выборкой in, 
случайна.я величина D(Xn) прин.яла-

» 
достаточно большое" 

значение, то гипотезу Н0 естественно отклонить в пользу 
гипотезы Н1, а если D(Xn) привяла значение, ,,близкое к нулю", 
то гипотезу Но следует принять. 

Оказываете.я, что при истинности основной гипотезы Но 

распределение случайной величины D(Xn) не зависит от F0(t) 
(хот.я зависит от объема выборки n), что чрезвычайно важно 
дл.я вычисления квантилей случайной величины D(.Xn), 
поскольку не нужно составлять отдельные таблицы значений 
функции распределения статистики D(Xn) дл.я каждой функции 
Fo(t), а можно обойтись всего лишь одной таблицей. Это 
свойство вытекает из приводимой без доказательства 
следующей теоремы•. 

Теорема 5.1. Пусть R(t,Xn) - выборочна.я функция 
распре,целеви.я, построенная по случайной выборке Xn объема п 
из генеральной совокупности с равномерным законом 
распределения на отрезке (О, 1]. Тогда при истинности Но 

функция распределения случайной величины D(Xn) совпадает с 
фувкцией распределения случайной величины

Из теоремы 5.1 сле,цуе�, что дл.я проверки гипотезы о виде 
распреде.лени.я достаточно составить таблицы значений функ
ции распределени.я статистики D(.Xn) только дл.я случайной 
выборки Xn из генеральной совокупности Х с равномерным 
законом распреде.лени.я. Дл.я n � 100 такие таблицы существу
ют*. При больших n дл.я вычисления квантилей D1 _0 уровня 
1 - о следует использовать приближенную формулу, которая 
основана на доказанном А.Н. Колмогоровым предельном соот
ношении 

lim 
 
P{✓,iD(.Xn) < t} = K(t), t > О, 

n➔oo



где 

K(t)= 
L (-1)ke-2k2 i2 _

(5.4) 
k=-oo 

Это соотношение справедливо при истинности основной гипо
тезы Н0• Из него следует, что если n достаточно велико, то 

D ti-a 
1 -а � ,,fii,, 

где величина t1-a определ.яетс.я уравнением 

K(ti-a) = 1-о. 

Подробные таблицы значений функции K(t) приведены в 
литературе**. Как показывает практика, приближением с по
мощью функции K(t) можно пользоваться уже при n � 20. Для 
вычислени.я значений D(xn) статистики D(Xn) удобна формула 

(5.5) 

которую можно также записать в виде 

-
D(x ) = m�x (1 Fo(x(i)) - -2i 

2
-
n 

-1, + 
2 
-
1 
n 

) .
n

1�i�n 

Здесь x(i), i = 1, п, - 'Ч.11,ены вариационного р.яда, построенного 
по выборке Х1, • • •  , Хn-

Пример 5.1. Дл.я выборки i'10 объема 10 с злементами 

-0,29;
1,09;

1,06; 
-0,91;

0,16; 
1,22; 

-0,12;
-1,15;

-1,20;
1,29

на уровне значимости 0t = 0,1 проверим гипотезу Но о том, 
что эта выборка .является реа.лизаuией случайной выборки 
Xn из генера.льной совокупности Х, имеющей стандартное 
нормальное распределение. Это распределение, согласно (5.1), 
имеет функцию распределения 



Fo(t) = � j ,-� ds.

-оо

В качестве а.льтернативной возьмем гипотезу (5.2). 
Вариационный р.яд X(l), ... , X(lo) выборки х"10 будет иметь 

вид 
-1,20;

0,16;
-1,15;

1,06;
-0,91;

1,09;
-0,29;

1,22;
-0,12;

1,29.

Значения функции распределения Fo(t) в этих точках равны 

0,115; 
0,564; 

0,125;
0,855;

0,181; 
0,862; 

0,386; 
0,899; 

0,452; 
0,901. 

. 
--

Вычисляем значения функции ;;- F0(x(i)) при i = 1, 10 и n = 10:

-0,015;
0,036;

0,075; 
-0,155;

0,119; 
-0,062;

0,014; 
0,001; 

0,048; 
0,099, 

и значени.я ,-;, го ( X(i) ) ---;-
i-1 при тех же i и n:

0,115; 

0,064; 

0,025; 

0,255; 

-0,019;

0,162;

0,086; 

0,089; 

0,052; 

0,001. 

Наибольшим из :этих чисел будет 0,255. Значит, D(x"(lo)) = 

= 0,255. По таблице квантилей статистики* D(Xn ) дл.я п = 10 

и а= 0,1 находим D1-a = Do,9 = 0,369. Так как D(.i10) < Do,9, 
то оснований отклонить гипотезу Но нет. 

Критерий u,2 • Из равенства (5.3), задающего статистику 
D(Xn), следует, что критерий Колмогорова "хорошо различа
ет" функции распределени.я F(t) и Fo(t), отличающиес.я друг от 
друга достаточно сильно пусть даже на небольшом интервме. 
Если же число suplF(t)-Fo(t)I невелико, но F(t) =/:- Fo(t) на до-

статочно большом промежутке, то можно показать, что дл.я 



 проверки гипотезы (5.1) при альтернативе (5.2) целесообразно 
использовать так называемый npumepuй с...,2 (омега-квадрат), 
использующий статистику 

(5.6) 

-где X(i), i = 1, п, элементы вариационного р.яда случайной 
выборки Х1, ... , Xn . Основная гипотеза (5.1) отклон.яетс.я в 
пользу а.льтернативной гипотезы (5.2) на уровне значимости а, 
если 

,,.,2(in) > "-'�-а, 

где ""�-а - квантиль уровн.я 1- а распределени.я статистики
"'12(.Xn) при условии истинности гипотезы Но. 

Так же как и дл.я критери.я Колмогорова, можно доказать, 
что распределение статистики "-'2(.Xn) при истинности основной 

гипотезы Но не зависит от Fo. Дл.я малых п существуют 
таблицы* квантилей статистики "'12 (.Xn)- При больших n нужно
ПО/IЬЗоваться предельным распределением статистики n"'12 (Xn),
для которого также составлены таблицы. 

Пример 5.2. Вернемся к за даче, рассмотренной в примере 
5.1, но дл.я ее решени.я используем критерий "'12• 

С помощью формулы (5.6) найдем значение "'1
2 (.i'10) статис

тики "'12 (.Xn), испО11ьзу.я значени.я F0 (x(i)), i= 1, 10, вычисленные
в примере 5.1: 

 2 
2(-х 1     1JJ 10) = 12_  

102 + l0 
1( 0,065  +О,1252 +О,1692 +0,0642 +О,0982 +

+ 0,0862 + 0,1052 + 0,0122 + 0,0612 + 0,1492) � 0,0114.

По таблицам распределени.я статистики "'1
2 (.Xn) дл.я п = 10 

на.ходим 
"'1�-а = "'7i,95 � 0,046. 

Так как "'1
2(i'10) < "'7i,95, то гипотеза Но на. уровне значимости

а= 0,05 не отклоняется. 



Критерий согласия х2• При ана.лизе критериев Кол
могорова. и "'72 предполагалось, что Xn - случайная выборка
объема п из генеральной совокупности непрерывной случайной 
величины Х. Пусть теперь наблюдается дискретная случайная 
величина. Х, принимающая r различных значений u1, ••• , Ur с
ПО/lожительными веро.ятност.ями р1, •.. , Pr : 

r 

P{X=uk}=pk, k=1,r, �Pk=1. 
k=l 

Допустим, что в выборке Xn = (х1, •.• , Xn) число Uk встре-
r 

тилось nk(i'n) раз, k = 1, r. Отметим, что Е nk(i'n) = п, т.е. 
k=l 

случайные величины n1(.Xn), ... , nr(Xn) зависимы. При этих 
условиях справедлива следующая теорема*. 

Теорема 5.2 (теорема Пирсона). Распределение случай
ной величины 

при n ➔ оо слабо сходите.я к х.2 -расnреде.л.ению с r - 1 степенями 
свободы. # 

Этой теоремой можно воспользоваться для проверки про
стой гипотезы 

Но: Pl = Р10, · ·., Pr = Pr0, (5.7) 

где Р10, ..• , PrO - известные величины, против а.льтернативной 
гипотезы 

Н1: существуют такие k, что Pk =/:- Рю, k = 1, r. (5.8) 

Если истинной является гипотеза Н0 , то по теореме 5.2 при 
n ➔ оо распределение случайной величины 



стремите.я к распределению х.2 с r - 1 степенями свободы. 
Если основная гипотеза Но не являете.я истинной, то в этом 

случае по закону больших чисел при n ➔ оо 

Поэтому при п ➔ оо 

Следовательно, если Pk - Pko 1- О дл.я некоторых k = 1, r, то 
статистика x2 (.Xn) принимает большие значени.я, чем в случае 
истинности основной гипотезы Н0•

Таким образом, становите.я естественным следующее опре
деление прuтери.я согласи.я х2 (хн-квадрат). Этот критерий 
при больших n на уровне значимости о отклон.яет гипотезу Но
в пользу альтернативной гипотезы Н 1, если 

где x1-a(r - 1) - квантиль уровн.я 1- о х2-ра.спределения с 
r - 1 степенями свободы, а x2 (.in) - реализаци.я случайной 
величины (5.9). 

Если же 

то делаете.я вывод о том, что гипотеза Но не противоречит 
статистическим данным и ее следует прин.ять. 

В отличие от критериев Колмогорова и "'72 критерием х2 при 
небольших объемах выборки n пользоваться нельз.я. Более того, 
дл.я удовлетворительной аппроксимации ра.спределени.я слу- 
чайной величиныx

2(.Xn)распределениемх
2 необходимо, чтобы



 не только n было велико, но и все величины npk, k = 1, r, 
также были немалыми. На практике при небольших r 

необходимо, чтобы выполн.ялись услови.я npk � 10, k = 1, r, а 
если r велико (r � 20), достаточно, чтобы было npk � 5, k = 1, r. 
Поскольку теорема Пирсона носит асимптотический характер, 
то npumepu-й х2 являете.я acu.кnmomu"ecnu 
кеnара.иетрu"еспu.к. 

Критерий х2 можно использовать и тогда, когда случайна.я 
величина Х непрерывна или дискре7на, но принимает счетное 
множество значений с положительными веро.ятност.ями. 

В этом случае множество М возможных значений Х разбива
ют на. r непересекающихс.я подмножеств М1с, k = 1, r, таким 
образом, чтобы веро.ятность Pk, k = 1, r, попадани.я случайной 
величины Х в k-e подмножество М1с у довлетвор.яла условию 
np1c � 5 или np1c � 10, k = 1, r. Если Х - непрерывна.я случайна.я 
величина, то в качестве М1с , k = 1, r, обычно берут множества 
вида 

. . . ' 

где s1 < s2 < ... < s,._ 1, s1c Е R, k = 1, r-1. 
Определим дискретную случайную величину Х', принимаю

щую значение k тогда и только тогда, когда ХЕ М1с , k = 1, r. В 
этом случае исходна.я задача проверки статистических гипотез 
сводите.я к проверке основной гипотезы (5.7) при альтерна
тивной гипотезе (5.8), где в случае непрерывности случайной 
величины Х

Р1со = 1 dFo(t) = 1 Po(t) dt

м" м" 

веро.ятность попадани.я случайной величины Х в множество М1с 

в предположении, что функци.я распределени.я случайной 
величины Х есть Fo(t), а. плотность - Po(t). Если Х - 
дискретна.я случайна.я величина, имеющая счетное множество 



  возможных значений z1, Z'2, ••• и Р{Х = z;}=q; > 0,j= 1, 2, ... 
, то вместо проверки гипотезы 

Но: q; = q;o, j = 1, 2, ... , 

где q;0, j = 1, 2, ... , - известные числа, при альтернативной 
гипотезе 

Н 1: существуют такие j, что q; =/= q;o, j = 1, 2, ... , 

провер.яют гипотезу (5.7) при альтернативной гипотезе ( 5.8), 
где веро.ятности р1с0, k = l, r, вычисл.яют по формулам 

р1с0 = L q;o, k = l,r.
z,ем" 

Далее дл.я выборки Xn находят число nk(.in) ее злементов, 
принадлежащих множеству Mk, k = l, r. Затем, подставл.я.я Xn 

вместо Xn в формулу (5.9), определяют ремизацию x2 (in) слу
чайной величины x2 (.Xn)- Гипотеза Но отклоняется в пользу 
гипотезы Н1, если x2(.in) > xi_

0
(r- 1) и принимаете.я в про

тивном случае. 
Недостатком использовани.я критерия х2 дл.я случайных ве

личин, принимающих бесконечное множество значений, явл.я
етс.я некоторая потеря информации при переходе от Х к слу
чайной величине Х' с конечным числом значений. 

Пример 5.3. Среди э.яементов выборки i1000 дискретной 
случайной величины Х значение О встретилось 343 раза, значе
ние 1 - 372 раза, значение 2 - 201 раз, значение 3 - 68 раз, 
а значени.я, большие или равные 4, встретились 16 раз. Про
верим на уровне значимости о = 0,05 гипотезу Но о том, что 
наблюдаема.я случайная величина имеет распределение Пуассо
на с параметром � = 1, т.е. 

Предполагая истинность основной гипотезы Но, находим 



Заменим случайную величину Х, принимающую бесконеч
ное число значений, случайной величиной Х', принимающей 

Pol = Р {Х =О}= 0,368, 

Роз = Р { Х = 2} = 0,184, 

Pos = Р{Х � 4} = 0,019. 

Ро2 = Р { Х = 1} = 0,368, 

Ро4 = Р{Х = 3} = 0,061, 

только о.ять различных значений О, 1, 2, 3 и 4 с положительными 
веро.ятност.ями Р10 = 0,368, р20 = 0,368, Рзо = 0,184, р40 = 0,061 и 
Р5о = 0,019 соответственно. По формуле (5.9) дл.я r = 5, п = 1000 
получаем 

Х 2( Х -; n ) -_ (343 -0,368 · 1000)2 

+ 
(372 -0,368 · 

 
1000)2 

О ' 368 • 1000 О ' 368 · 1000 + 

+
(201-0,184-1000)2 (68-0,061 -1000)2 (16-0,019-1000) 2 

 0,184 -1000 + 0,061 -1000 + 0,019 -1000 
= 1,6984 + 0,043 + 1,5706 + 0,8033 + 0,4737 = 4,58. 

По таблице квантелей х2-распределени.я (см. табл. П.3) находим 
Х�,95(4) � 9,49. Так как 4,58 < 9,49, то гипотеза Но принима
ете.я. 




