
 

 Критерии согласи.я. Сложна.я гипотеза 

Критерии KOJiмoropoвa и w 2 для сложной гипотезы. 
Задача проверки простой гипотезы о виде закона 
распределе­ни.я случайной величины Х на практике встречаете.я 
довольно редко. Гораздо чаще бывает необходимо проверить по 
с.1tу­ чайной выборке Xn из генера.tR,ной совокупности Х 
сложную гипотезу о принадлежности функции распределени.я 
F(t) слу­чайной величины Х заданному пара.метрическому 
множеству распределений {F(t;lJ), lJ Е 0}, 0 С R«f: 

Но: F(t) = Fo(t;lJ), lJ Е 0. 

Кажете.я естественным сначма каким-то образом 
постро­ить оценку D(Xn ) параметра lJ, а затем применить 
критерии Ко.л.могорова и "'72 дл.я проверки гипотезы 

Но: F(t) = Fo(t;D(xn)), 

где D(xn ) - значение оценки D(Xn) по данным выборки Xn ­K 
сожа.11евию, при таком подходе эти критерии уже не будУТ 

непараметрическими - при гипотезе Но распределение моди­
фицированных статистик D(Xn) и Q2 (.Xn), где 
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вообще говор.я, зависит от F0 и от метода нахождения оценки 
8(.Xn), что требует составления большого количества таблиц 
распределений. 

Однако если 8(.Xn)- оценки максимального nравдоnодобш

параметра 8, а элементы F(t;8) параметрического множества 
{F(t;8), 8 Е 0} функций распределений получаются при помо­
щи преобразования сдвига и масштаба какого-нибудь одного 
своего представителя F(t;8o), т.е. 



 
F(t;8) = F(-

Ь
-,80), 

то дл.я критериев Колмогорова и uJ
2 достаточно иметь толь­

ко одну таблицу дл.я каждого семейства. К таким семействам 
относ.яте.я все важные типы распределений, и, в частности, нор­
мальное. Более того, при небольшой модификации статистик 
D(Xn) и Q2 (.Xn) их распределение при n � 5 практически пере­
стает зависеть* от n. 

Критерий х2 .цл.я сложной гипотезы. Пусть функция 
распределения дискретной случайной величины Х, принима­
ющей конечное множество значений u1, ... , Ur, зависит от 
d-мерного вектора параметров 8. Тогда вероятность Pk то­го,
что Х примет возможное значение 'Uk, зависит от 8, т.е. Pk = Pk ( 

8), k = 1, r. А так как вероятности р1 ( 8), ... , Pr ( 8) полно­стью 
определяют функцию распределения случайной величины

t-a

Х, то в рассматриваемом CJiyчae основНОJ& гипотеза принимает 
следующий вид: 

Но: PrX = ttk =Pk(8), k = 1, r, 8 Е 0 С R.d . 

Эту сложную гипотезу можно проверить при помощи модифи­
кации критерия х2 Пирсона.. 

Пусть 8(xn) - значение оценки 8(.Xn) максимального прав­
доподобия для 8, а nk(xn) - количество элементов выборки Xni 

равных ttk, k = 1, r. Оценку 8(.Xn) получают в результате ми­
нимизации логарифма фунК'Цtttt правдоnоdобш 

как (см. (3.2)) решение системы уравнений 

-
 ' j = l, d.� nk(Xn) дрk(8) -_ О

LJ Pk(8) д8; 
k=l 



Пример 5.4. Пусть Х и У - непрерывные случайные вели­
чины с функциями распределения F(t) и G(t) соответственно. 
Даны выборка. х'10 с элемента.ми 

-0,15; 8,60; 5,00; 3,71; 4,29; 7,74; 2,48; 3,25; -1,15; 8,38

и выборка. ii10 с элемента.ми 

2,55; 12,07; 0,46; 0,35; 2,69; -0,94; 1,73; 0,73; -0,35; -0,37. 

Проверим на. уровне значимости ��0,05 гипотезу (5.10) против 
альтернативной гипотезы (5.11). 

Выписываем зна.чени.я объединенного вариационного р.яда 
зада.иных выборок 

-1,15; -0,94;
2,55; 2,69;
8,60; 12,07

-0,37;
3,25;

-0,35; 0,46; 0,73;
3,71; 4,29; 5,00;

1,73; 2,48; 
7,74; 8,38; 

и последовательность чисел Oi, i = 1, 20, 

1; О; О; О; 1; О; О; О; О; 1; О; О; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; О. 

Вычислив по формуле (5.16) значения величин s;, j = 1, 20, и 
подставив их в (5.17), определим, что D(x10,y10) = 6. В табли-. 
це квантилей распределения статистики* D(Хт, Yn) квантили 
D1-a = Do,95 нет, но есть квантиль Do,9476 = 6. Поэтому гипоте­ 
зу (5.10) следует отклонить в пользу альтернативной гипотезы 
(5.11) на уровне значимости о= 0,0524. 

 Критерии независимости 

Критерий Спирмена. Пусть имеется с.л.учаиная выборка 
(Х1, У1), ... , (Xn, Yn) из генера.льнои совокупности двумерной 
непрерывной случайной величины (Х, У) с функцией распре­
деления F(t,т), а Fx(t) и Fу(т) - функции распределения 
случайных величин Х и У соответственно. Если случайные 
величины Х и У имеют нормальные распределения, то для про­
верки статистической гипотезы об их независимости 



Н0 : F(t,т) = Fx(t)Fy(т) (5.18) 

можно использовать процедуру, связанную с вычислениями 
выборочного коэффициента корре.л.яцuu (см. формулу (6.12) ). 

Если же о распределениях непрерывных случайных величин 
Х и У ничего не известно, то для проверки основной гипотезы 
(5.18) при а.льтернатuвной гипотезе 

Н1: F(t,т) =/:- Fx(t)Fy(т) для некоторых (t, т) Е IR2 

используют ранговы-й приmери-й Сnирмена, основанный на 
следующем понятии. 

Определение 5.1. Рангом Ri(ZN) элемента Zi числовой 
nоследоваmельносmи ZN = ( z1, ••• , ZN) называют его поряд­
ковый номер в вариационном р.яду Z(l), ••• , Z(N)· 

Согласно определению, Ri(zN) - это число элементов по­
следовательности z1, ••• , ZN, не больших чем Zi, которое можно 
записать следующим образом: 

�(ц,) = 1 + E11(z;- Zk),
k=l 

где 77(t) - функцш Хевuсайда. Ранг любого злемента. после­
довательности ZN - это натуральное число в дна.па.зоне от 1 
до N, причем ранг наименьшего элемента. последовательности 
равен 1, а. ранг наибольшего - N.

Пример 5.5. Рассмотрим выборку z4=(3,8, 4,7, -2,6, 17,3). 
Ее вариационный ряд имеет вид -2,6; 3,8; 4,7; 17,3. Поэтому 
R1(z4) = 2, R2(z4) = 3, Rз(z4) = 1, R4(24) = 4. # 

Определение 5.2. Рангом элемента Z1 случаuной 

выборки ZN = (Z1, .•. , ZN) называют случайную величину 
Ri(ZN), реализация которой Ri(ZN) есть ранг реализации z1 
случайной величины Zi в вариационном ряду Z(t), •.. , Z(N)· 

Обозначим через Ri = Ri(Xn)- ранг элемента. Xi случайной 
выборки Х1, ... , Xn, а. через Si = Si(Yn) - ранг злемента. 1'i 
случайной выборки Yi, ... , Yn. 



Ранговым поэффи1.1иенmом noppeЛJ&'ЦUU Сnирмена на.­
зовем случайную величину 

где 

n 
Е (�·- R)(Si - S) 

p(Xn , Yn) = 
--;:=i===l =======

n n 
E(Ri- R)2 E(Si-S)2 

i=I i=l 

(5.19) 

Статuстuка (5.19) .является выборочным коэффициентом 
корреляции последовательностей рангов R1, ... , Rn и S1, ... , Sn . 

Согласно определению рангов Ri, Si, i = 1, n,

и можно показать, что 

(5.20) 

Без ограничения общности можно считать, что зиачени.я 
па.р наблюдений (xi, Yi), i = 1, n, занумерова.ны в пор.ядке воз­
растания их первых элементов, т .е. так, что выполн.яютс.я не­
равенства. 

В этом случае реа.11изаци.я Ti ранга Ri равна i, i = 1, n, и значение 
р(iп,Уп) статистики p(Xn,Yn) можно вычислить по формуле 

(5.21) 

где Si - ремизаци.я ранга. Si, i = 1 1 n.



Можно показать, что при истинности основной гипотезы 
(5.18) 

- - 1 

D р(Хщ Yn) = --

1
, 

n-

(5.22) 

и, следовательно, при этом выборочные значенw� статистики 
p(Xn , Yn) невелики и группируются около пул.я. Поэтому (и 
это кажется достаточно естественным) ранговый критерий 
Спирмена отклон.яет Но на. уровне значимости о, если 

где Pt-a/2 - ква.нтиль уровн.я 1-о/2 распределения случайной 
величины p(Xn, Yn) при истинности основной гипотезы (5.18). 
При небольших n это распределение табулировано•. Известно, 
что при n ➔ оо и при истинности основной гипотезы (5.18} 

lim р { 
p(Xn, Yn) - Mp(Xn, Yn) < t} = Фо(t) = _1_ f

t 

е-'; du, 
n➔oo Jn (Х 9. ) � Р n, n -оо

т.е. ква.нтили случайной величины p(Xn, Yn) можно прибли­
женно вычислJiть при помощи таблиц ква.нтилей ста.нда.ртного 
норммьного распределения. 

Пример 5.6. В табл. 5.1 представлены n = 10 значений 
(xi, Yi), i = 1, 10, непрерывной двумерной случайной ведичины 
(Х, У). Проверим на. уровне значимости о= 0,05 гипотезу Но 
о независимости случайных величин Х и У. 

Таtмича 5.1 

Xi -1,63 1,11 1,15 -1,93 0,38 -1,08 -0,31 0,60 0,12 0,92 

Yi 0,54 0,88 -1,21 0,89 -0,64 -0,21 0,08 -0,74 0,79 0,14 



Строим последовательность рангов (табл. 5.2). По формуле 
(5.20) вычисляем реализацию статистики p(Xn, Yn) 

p(imYn) = 1- lO(l�
2-l) (

 (2-7)2 +(9-92
) + (10-1)2 + (1-10)2+

+ (6-3)2 + (3-4)2 + ( 4-5)2 + (7-2)2 + (5-8)2 + (8-6)2) 
= 

= 
1 -

9
:

0 (
25+0+81+81+9+ 1 + 1 +25 +9+2):::::: -0,4118.

Таtмuца 5.2 

По та.блицам распределения статистики p(Xn, Yn) рангового 
критерия Спирмена.• на.ходим ква.нтили 

Ро,952 = 0,6726, Ро,97 = 0,7374, Ро,983 = 0,80223, (5.23) 

а ква.нтили Pt-a/2 = Po1J75 нет, та.к ка.к p(Xn, Yn) - дискретная 
случайная величина.. Тем не менее, из зна.че�ий кваитилей (5.23) 
заключаем, что IP(Xn,Yn)I < Po1J52 и Но не отклон.яетс.я да.же на. 
бальшем уровне значимости. 

Таблицы сопряжеввости признаков и критерий х
2 •

Пусть имеете.я случайная выборка. 

из генеральной совокупности двумерной дискретной случайной 
величины (Х, У), где случайная величина. Х может прини­
мать зна.чени.я tt1, ••• , Ur 

I 
а. случайная величина У - зна.че­

ни.я vt, ... , v.. Определим случайную величину f!i;(Xn, Yn), 
реа.лиза.ци.я ni; которой равна. количеству элементов выбор­
ки (xn,in) = ((х1,У1), ... , (xn,Yn)), совпадающих с элементом 
(щ, v;), i = 1, r, j = 1, s.



Введем случайные величины ni-(Xn,Yn) и n-;(Xn,Yn), зна.че­
НИJI ni- и n.; которых определим по формулам 

ni• = Eni;, 
i=l 

n.; = Eni;­
i=l 

При этом ni- - количество элементов выборки (i'n , iin), в

которых встретилось значение Ui, а. n-; - количество элементов

выборки (i'n , fin), в которых встретилось значение v;. Кроме 

того, имеют место очевидные равенства. 

r в r в 

Eni· = En-; = LLni; = n.
i=l i=l i=l i=l 

В ра.ссма.трива.емом случае результаты наблюдений удобно 
оформл.ять в виде табJiицы, называемой таблuqей соnр.11-
женностu признаков (табл. 5.3). 

Таtмица 5.3 

х 
у 

Vt V2 . . .  Vв

Ut nн n12 . . . n11, n1 

'U2 n21 n22 . . .  n2в n2. 

. . . . . .  . . .  . . .  . . . . . .  

'Ur nr1 nr2 . . .  nrв nr-

n.1 n.2 . . .  n.в n 

Пусть далее 

Pi;=P{X=Ui, Y=v;}, Pi·=P{X=Ui}, P•;=P{Y=v;}, 

i = 1, r, j = 1, s. 

Дискретные случайные величины Х и У независимы тогда. и 
только тог да., когда. 



Поэтому основную гипотезу о независимости дискретных слу­
чайных величин Х и У можно представить в следующем виде: 

Но: Pij = Pi·P•;, i = 1, r, j = 1, s. (5.24) 

При этом, ка.к правило, в качестве альтернативной используют 
гипотезу 

Н1: Pi; f. PiPj для некоторых i = 1, r, j = 1, s. (5.25) 

Для проверки основной гипотезы (5.24) при альтернативной 
гипотезе (5.25) К. Пирсон предложил использовать статистику 
x2(Xn ,Yn), называемую cmamucmuno-й Фишера - Пирсо­

на, реализация х2(i'п ,Уп) которой определяется формулой 

Из за.кона. больших чисел следует, что при п ➔ оо 

ni;(Xn ,Yn) ---''-------'- ➔ Pii,
п 

i=l,r, j=l,s. 

(5.26) 

Поэтому при истинности гипотезы Но и больших объемах 
выборки (i'n ,Yn) должно выполняться приближенное равенство 

и, следовательно, значения (5.26) статистики х2(Хп , Уп) долж­
ны быть "не слишком велики". ,,Слишком большие" значения 
должны свидетельствовать о том, что Но неверна. 

Ответ на вопрос о том, ка.кие значения нужно считать 
слишком большими, а ка.кие - нет, дает следУющая теорема. 

Теорема 5.3. Если истинна гипотеза. Но, то распределение 
статистики х2(Хп, Уп). при п ➔ оо слабо сходится к случайной 



величине, имеющей х2-распределение с числом степеней свобо­
ды k= (r- l)(s-1):

z !_1 . {"'2 - ... } / t2 _ i 

l1m Р Х (Xn, Yn) < z = 
k 

е 2 dt, 
n➔oo о 22г(Ю 

z>O. # 

В соответствии с теоремой 5.3 npumepv:й независимости

х
2 отклон.яет гипотезу Но на. уровне значимости 1 - о, если 

где Xi-a (( r - 1 )( s - 1)) - ква.нтиль уровня значимости 1 - о 
х

2-ра.спределени.я с числом степеней свободы (r- l)(s-1). При
этом считаете.я•, что критерий х

2 можно использовать, если 
ni.n-;/n � 5. 

Правую часть равенства. (5.26) можно преобразовать к фор­
ме, более удобной дл.я практического использования: 

(5.27) 

В частном, но очень распространенном случае та.блиц сопря­
женности при r = s = 2 формула. ( 5.26) дл.я вычисления х2 ( xn, iln) 
имеет еще более простой вид: 

(5.28) 

За.метим, что дл.я та.блиц сопряженности при r = s = 2, ка.к 
правило, используют статистику x2(Xn , Yn) с реализациями 

(5.29} 



называемую cmamucmunoй Фишера 
 
- Пирсона с nо­

nравпой Йейmса на 
2

непрерывность,
 
распределение кото­

рой лучше согласуется с х -распределением.

Пример 5. 7. В табл. 5.4 приве­
дены результаты 145 наблюдений
двумерного дискретного случайно­
го вектора (Х, У). Проверим на 
уровне о = 0,05 гипотезу Но о не­
зависимости случайных величин Х
иУ. 

В рассматриваемом случае r =

= 3, s = 3, т.е. случайные величины

о 

1
2

3
45
11 
9 

65

Тамица 5.4 

4 5
25 15 85
11 13 35
9 7 25
45 35 145

Х и У принимают по три различных значения. Вычислим по
Формуле (5.27) значение х2 (хп,Уп) величины x2 (Xn , Уп):

�2 - -
( 

452 252 152 112 

Х (xn ,Yn) = l45 65-85 + 45•85 + 35·85 + 65-35 + 

112 132 92 92 72 

) + 45 · 35 + 35 · 35 + 65 · 25 + 45 · 25 + 35 · 25 
- 1 

=

= 145 ( 0,3665 + 0,1634 + 0,0756 + 0,0532 + 

+ 0,0768 + 0,1380 + 0,0498 + 0,072 + 0,056 - 1) = 

= 145 · 0,0513 = 7,4385.

По таблице квантилей х2-распределения (см. табл. П.3) с числом
степеней свободы ( r - 1 )( s - 1) = 4 находим 

X�-a((r- l)(s- 1)) = Хб,95(4) = 9,49.

Таким образом, оснований для отклонения гипотезы Но о
независимости случайных величин Х и У недостаточно. 




