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КОРРЕЛЯЦИОННОГО АНАЛИЗА 

1. Исходные пои.яти.я 

При решении прикладных задач в различных обл;J.ст.ях че 
ловеческой деятельности, в том числе и в инженерной прак
тике, исследователь нередко сталкиваете.я с необходимостью 
установления факта существованиJ1 функциональных или иных 
зависимостей между переменными величинами, которые могут 
быть и случайными. ДлJ1 подтверждениJ1 сказанного рассмот
рим несколько простейших примеров. 

Пример 6.1. Пусть У - величина износа (в мм) протек
тора шины на автомобилJ1х определенного типа после 10000 км 
пробега, Х1 - величина нагрузки (в кг) на колесо автомобиля, 
Х2 - тип протектора (используются три типа протекторов).
Если установить степень вли.яниJI Х1 и Х2 на У, то можно дать 
рекомендации по продлению долговечности шины. 

Пример 6.2. Пусть У1 - производительность химической 
установки (в т/ч), У2 - процент брака готовой продукции. 
Технолог предполагает, что на переменные У1 и У2 ВЛИJIЮТ в 
наибольшей степени такие технологические параметры, как: 
Х1 - влажность сырья (в%), Х2 - температура в реакторе
установки, Х3 - содержание примеси (в%). 

Как установить степень BЛИJIHИJI контролируемых перемен
ных Х1, Х2 , Хз на переменные У1 и У2? Если найти вид 
зависимости У1 и У2 от Х1, Х2, Хз, то можно выбрать оптималь
ный (т.е. наилучший в определенном смысле) технологический 
режим (при котором, например, процент брака будет мини
мальным при заданном уровне производительности). 



Пример 6.3. Пусть У - успеваемость студентов по не
которой дисциплине ( измеряемая, например, средним баллом 
на экзамене). Деканат проводит обследование студентов дан
ного вуза с целью установления наиболее значимых факторов, 
влияющих на У. В результате предварительного анализа сде
лано предположение о том, что этими факторами могут быть: 
Х1 - врем.я, затрачиваемое студентом на самостоятельную ра
боту, Х2 - количество пропущенных занятий, Хз - величина 
стипендии. Существует ли взаимосвязь между факторами Х 1, 
Х2, Х3? В какой степени они оказывают влияние на успевае
мость? #

Приведенные примеры далеко не полностью отражают воз
можные постановки задач рассматриваемого типа. Но даже их 
поверхностный анализ позволяет отметить следующее. 

1. Зависимое переменное У может быть случайной величи
ной, даже если переменные Х1 , ••• , Х

р 
таковыми не .являются, 

так как значение У определяется не только значениями пере
менных Х1, ... , Х

р
, которые исследователь выделил (по его 

мнению, они .являются определяющими), но и многими другими 
неучтенными факторами, а также ошибками измерений. Это 
означает, что свАзь между Х1 , ••• , Х

р 
и У .являете.я не функцио

нальной, а cmoa:acmuчecnoit - изменение переменных Х 1, ... , 
Х

р 
влияет на значения переменного У через изменение закона 

распределения случайной величины У.

2. Некоторые переменные могут иметь количественный ха
рактер, а некоторые - качественный (см. пример 6.1). 

3. Нас может интересовать либо зависимость переменного
У от переменных Х1, ... , Х

р
, либо взаимозависимость между 

несколькими переменными (не обязательно между всеми). Так, 
в примере 6.3 может существовать взаимозависимость между 
переменными Х1, Х2 и Хз. 

Перечисленные особенности привод.вт к различным поста
новкам задач статистического исследования зависимостей, ко-



торые упрощенно можно классифицировать следующим обра
зом: 

1) задачи порреААчuонного анализа - задачи иссле
довани.я наличи.я вэаимосв.язей между отдельными группами 
переменных; 

2) задачи регрессионного анализа - задачи, св.язанные
с установлением аналитических зависимостей между перемен
ным У и одним или несколькими переменными Х 1, •.• , Х

р
, 

которые нос.ят количественный характер; 
3) задачи дисперсионного анализа - задачи, в которых

переменные Х1, ••• , Х
р 

имеют качественный характер, а иссле
дуете.я и устанавливаете.я степень их вли.яни.я на переменное У. 

Кроме перечисленных типов задач выдел.яют и многие 
другие. Так, ковариационный анализ рассматривает 
одновременно и количественные и качественные переменные Х1 , 

••• , Х
р
, понф.11,оенmны'й анализ* обобщает регрессионный на 

тот случай, когда переменные Х1 , ••• , Х
р 

и У измер.яют с 
ошибками, фапторны'й анализ** служит дл.я выделени.я из 
множества исследуемых переменных Х1, .•. , Х

р 
наиболее 

значимых*** . 
Дл.я удобства дальнейших рассуждений обратимс.я к так 

называемой модели "черного .ящика" (рис. 6.1) как наиболее 
общей модели любой реальной системы, ассоциированной с по- 

н.ятием отображени.я /: Х ➔ У. На вход "черного .ящика" 

поступает входной сигнал - вектор Х, который посредством 
отображени.я / преобразуете.я в выходной сигнаJJ - вектор 

У. При этом, в соответствии со сложившийс.я терминологией, 

Х = (Х1, ... , Х
р

) - вектор вжодныz nеременныz, или вектор 



фатnоров; У= (У1

, 
••• 

, 
Ym ) - вектор выzодныz nеремен

ныz, или вектор omtc.Aunoв; Е = У - f(X), Е = (Е1, ... , Em) -
вектор сл,r,а-йныz ошuбоп, т.е. случайных переменных, от
ражающих вли.яние на переменные Yi, i = 1, т, неучтенных 
факторов, а также случайных ошибок измерений анализиру
емых показателей. 

x1- □ -v1 

�- _;р 

t 81 ••• t 8р 

Рис. 6.1 

При проведении коррел.яционного анализа исследователь 
должен уметь: 

а) выбрать показатель стохастической св.язи анализируе
мых переменных; 

б) оценить его значение по имеющимс.я эксnерwсента.4Ьным 
данным, т .е. найти его ffl0'4eЧHYJO и интервОАЬную оценки; 

в) проверить cmamucmuqecкyю гипотезу о том, что значе
ние показател.я стохастической св.язи значимо отличаете.я от 
пул.я. 

Ниже дано описание методов и моделей, используемых дл.я 
решени.я перечисленных задач. 

2. Анализ парных св.язей 

Выбор показателя СВЯ3В. Дл.я начала рассмотрим задачу 
выбора показател.я cmoxacmuqectwt] cв.JЗtJ между двум.я случай
ными величинами*� и 1/, реализации которых будем обозначать 
соответственно через х и у. 



Пример 6.4. Пусть случайный вектор (�,1/) имеет нор
мальный закон распределении с математическим ожиданием 

µ = (µ1,µ2) и ковариационной матрицей 

где ul и и� - дисперсии случайных величин� и 1/ соответствен
но, а р - коэффициент коррелиции между � и 1/· 

В :этом случае условна.я плотность распре.целении случайной 
величины: 1/ при условии, что�= х, 

ивлиетСJI    плотностью    нормального     распределенИJI      с па
раметрами /¼/:с (условное математическое ожидание) и и;/:с 
(условна.я дисперсии 11) при значении � = х, которые связаны: с 
параметрами исходного двумерного распределенИJI следующим 
образом: 

В рассматриваемом случае линии регрессии ивлиетСJI примой, а 
условна.я дисперсии не зависит от х. # 

Если закон распределении случайного вектора (�,1/) не ивли
етси нормальным, то характер иэмененu условного матема
тического ожидании M{11I� = х) = f(x) может быть и нели
нейным, причем, чем меньше условна.я дисперсии D ( 1/ 1 � = х), 
тем меньше при раэличны:х значениих х рассеяны возможные 
значении случайной величины: 1/ относительно линии регрессии 
M{11I� = х) = /(х) (рис. 6.2). Функцию /(х) = M{11I� = х) на
зывают функцией регрессии, или регрессией. 



Рис. 6.2 

Обозначим М 1/ = µ, D 1/ = и�. Отклонение у - µ возможных 
значений 1/ отµ складывается из двух слагаемых (см. рис. 6.2): 

у-µ,= (J(x) - µ,)+(у- J(x)), (6.3) 

где / ( х) - µ - отклонение функции регрессии /(х) в точке х 
от математического ожиданИJI µ; у- /(х) - отклонение воз
можного значении 1/ от значении функции регрессии в точке х. 

Покажем, что рассеяние и� случайной величины 1/ отно
сительно ее математического ожидании есть сумма двух сла
гаемых, а именно: математического ожиданИJI квадрата от
клонении 1/ от ее условного математического ожидании /(�) и 
математического ожидании квадрата отклонении /(�) от µ,. 

Действительно , 

М{/(�)) = M{M(11I�)) = М11= µ, 

D'f/= и�= M('f/-µ,)2 
= м( (1/-/(�)) + (/(�)- µ,)

2 

= 

=М('Г/-/(�))
2 

+2М(('Г/-/(�))(/(�)-µ))+М(/(�)-µ)
2

=

= М{'Г/- /(�))
2 + 

М(/(�)- µ,)
2

,

так как М(('Г/- /(�))(/(�) - µ))=О.



Докажем последнее равенство для непрерывных случайных 
величин � и 'Г/, предполагая, что их совместная плотность 
распределени.я р(х,у) в IR2 не обращается в нуль: 

00 

М((11- /(�))(/(�)-µ))=//(у- f(x))(f(x)-µ)p(x,y)dxdy =
-оо 

00 00 

= f (J(x) - µ)р((х) dx f (у- /(х)):���
) 

dy =
-оо -оо 

00 00 00 

= f (f(x)-m)p�(x)dx(f у:��:1 dy-f(x) f :��:; dy) =0,
-оо -оо 

так как 
00 ! р(х,у) d = f(x) 

у ( ) у ' р� х 
-оо 

-оо 

00 ! р(х;у) dy = 1.
Р((У) 

-оо 

Таким образом, если воспользоватьс.я обозначениями 

то полученный результат может быть представлен в виде 

(6.4) 

Из равенства (6.4) следует, что связь между { и 'Г/ тем теснее, 
чем меньше слагаемое о'"� или чем больший вклад в диспер
сию и� вносит слагаемое и}, порожденное функцией регрессии 

f(x) = M(7J){ = х. Тем самым мы приходим к пон.ятию общей 
характеристики степени тесноты связи - коррел.-циоппому 
оmпошепию переменного 'Г/ по переменному {: 

(6.5) 



Непосредственно из (6.5) СЛедУет, что всегда вы:полНJiется 
неравенство 

(6.6) 

причем равенство r� = О оэначает, что с изменением � вариация 
функции регрессии f(x) полностью отсутствует. Другими 
словами, случайные величины:� и 1/ являются неэависимы:ми. 
В :этом случае линия регрессии есть горизонтальна.я пряма.я. 
Равенство rl

'I 
= 1 будет иметь место, если�= М{17- /(�))

2 = 
= О, т.е. если 1J и � связаны: функциональной зависимостью 
11=/(�)-

Аналогично определяется корреляционное отношение r�'I 
переменной � по 11· 

Замечание 6.1. Между r
'I
� и r�

'I 
нет какой-либо простой 

зависимости. Возможны: ситуации, в которых один иэ :этих по
казателей принимает нулевое значение, в то время как другой 
равен единице. Пусть, например, 11 = 1;,2, а � принимает следУ
ющие значения: -1, О, 1 с вероятностями 1/3 каждое. В :этом 
случае r� = 1, r�

91 
= О (в силу симметричности параболы относи

тельно оси значений 11 и симметричности ра.спределенИJI �). # 

Итак, решение задачи выбора показателя стохастической 
связи междУ двумя случайными величинами � и 11 для самой 
общей ситуации, когда закон распределенИJI вектора (�1 11) явля
ется произвольным, найдено - таким показателем являются 
корреляционные отношения r� и r�

'I
· 

ВЬIJiсним, какую роль играет такой показатель связи междУ 
случайными величинами { и 11, как коэффициент корреляции р: 

(6.7) 

где 0-1 = vФ{, 0-2 = v1Ifii, М{(� - М{)(11- М17)) второй 
смешанный момент случайного вектора ({,rJ).

Напомним, что случайные величины: { и 11 называют не
коррелированными, если р = О, и коррелированными при р =J О. 



Известно, что из независимости случайных величин { и 1/ 
следует их некоррелированность, однако обратное утверждение 
в общем случае неверно. 

Если случайный вектор ({, 11) имеет нормальный закон рас
пределени.я, то лини.я регрессии 1/ по { (и { по 11) .явл.яется 
пр.ямой (см. пример 6.4), т.е. коэффициент коррел.яции р может 
служить мерой связи между { и 1/· Дл.я нормального закона 

распределени.я на основании (6.2) и (6.5) имеем 

Действительно, иэ (6.2) получаем, что условна.я дисперси.я 1/ не 
зависит от значений случайной величины€, и, следовательно, 

и:(1-р2
) = D(11I{) = м( (11-М(111€))

2 1{) =

= м((11- /({))
2 1{) = М(11- /({)) 2 

= и:.

Наконец, учитывая (6.5) и полученный результат, приходим 
к равенству r:t = р2 • Аналогично можно доказать равенство

rl
'I 

= р2 • Таким образом, коррел.яционные отношени.я совпа
дают между собой и с абсолютной величиной коэффициента 
коррел.яции р. При этом равенство IPI = 1 означает линейную
функциональную зависимость между { и 1/, а равенство р = О 
свидетельствует об их линейной независимости. 

Пон.ятно, что рассмотренными свойствами двумерного нор
мального закона не могут обладать все двумерные законы рас
пределени.я или хот.я бы их большая часть. Поэтому в общем 
случае не имеет смысла использование коэффициента коррел.я
ции р как меры взаимосвязи случайных величин { и 1/· 

2 связаны неравенстваВ общем случае показатели r:t и р 

ми  

(6.8) 



При этом возможны: следующие варианты: 
а) р2 

= О, если � и 11 независимы:, но обратное (в общем 
случае) неверно; 

б) р2 
= r:( = 1 тог да и только тог да, когда имеется строгая 

линейная функциональная зависимость 11 от�; 
в) р2 � r:( = 1 тогда и только тогда, когда имеется строгая

нелинейная функциональная зависимость 11 от �; 
г) р2 

= r�( < 1 тогда и только тогда, когда регрессии 11 по � 
строго линейна, но нет функциональной зависимости; 

д) р2 < r�( < 1 указывает на то, что не существует функцио
на.льной зависимости, а некоторая нелинейная кривая регрессии 
,,подходит" лучше, чем "наилучшая" прима.я линИJI. 

Итак, в качестве показатели стохастической смзи между 
двумя случайными количественными переменными � и 11 сле
дует выбрать коррелиционное отношение r

91
( (или r(71), если 

закон распределении вектора (�,11) вы:эывает сомнение. Если же 
можно с большой с�епенью уверенности считать закон распре
делени.я вектора (�,11) нормальным, то вместо коррелиционного 
отношенИJI следует использовать коэффициент коррелиции р.

Оценка показателя св.язв по выборочным давным. 
После выбора показател.я стохастической смзи задача корре
JIЯционного анализа, как уже отмечалось в 6.1, состоит в на
хождении его оценкu (точечной и uнтерва.1&ьной), а также в 
проверке статuстuческоо гипотезы о значимом отличии его 
от пул.я на основе эксnериментаJ&Ьных данных. 

Пусть в результате эксперимента получены: n выборочных 
значений случайного вектора(�, 11), которые будем записывать 
в виде 

(6.9) 

При изучении коррелиционной зависимости двух случайных 
величин (�, 11) по выборке (xi, Yi), i = 1, n, общую картину их 
взаимной изменчивости можно получить, изобразив на коор
динатной плоскости все точки. Это изображение называют 
норрел.-quонны.и полем. 



Уже по виду корреляционного пол.я можно иногда сделать 
вывод о наличии и характере связи между случайными величи
нами { и 1J. Так, на рис. 6.3, а выборочные точки (ii, Yi) лежат 
внутри некоторого :эллипса (:эллипса рассеяния) с осями, парал
лельными координатным. Следовательно, с изменением, напри
мер, { величина 1/ не будет мен.ять своего условного распреде
ления, т.е. { и 1/, по-видимому, некоррелированы. Напротив, 
на рис. 6.3, б видно, что условное математическое ожидание 
M(11I{= х) =J(x) имеет линейный характер изменения, и, зна
чит, следует ожидать, что коэффициент корреляции р близок 
к единице. На рис. 6.3, в расположение точек (xi, Yi) говорит 
о наличии нелинейного характера изменения J(x), и, следова
тельно, коэффициент корреляции может оказаться близким к 
нулю, а корреляционное отношение r

?J
! - близким к единице. 

у 

о х 

а 

у 
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б 

Рис. 6.3 
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в 

Следует отметить, что в том случае, когда среди Xi ест!=> 
повторяющиеся с частотой ni значения, выборочные значения 
представляют в виде 

m 

(xi, Yi;), j = 1, ni, i = 1, т, Lni = n. 
i=I 

(6.10) 

Если выборочные значения сгруппированы по каждой из 
переменных, т.е. значения Xi разделены на m групп, а значения 
Yi - на l групп, то выборочные значения представляют в виде

(xi, У;, ni;), i = 1, т, j = 1,1, Lni; = n, 
ij 

(6.11) 



или в виде порре.4.-quонно« mаблuqы, в каждой клетке 
которой указывают число fiij попавших в нее выборочных 
значений, причем сумма всех зтих значений равна n (табл. 6.1). 

Таблица 6.1 

ЗначевИJI Значеви.я Т/ 
1/1 . . . 1/j . . . Yl 

Х1 nн . . . n1; . . . 1t11 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xi fiil . . . '1ij . . . '1il 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Хт nm1 . . . nт; . . . nт, 

6.3. Анализ коэффициента коррел.яции 

Точечная оценка показателя р. Пусть эксnерwсентаАь
ные данные представлены в форме (6.9). Тогда р- значение 
тй'4е'4ной оценки коэффициента коррел.яции р - вычисл.яют по 
формуле 

(6. 12) 

E(Yi-Y)2

i=l 

Пример 6.5. Вычислим значение ;; дл.я пары случайных 
величии (�, 11), где � - рост (в см), а '1 - масса тела (в кг) 
наугад выбранного студента-первокурсника. Выборка объема 
n = 15 представлена в табл. 6.2. 

Чтобы оценить показатель р связи двух случайных величин, 
сначала найдем выборочные средние этих величии: 

1 15 2620 :i= -� х· = - = 173 3· 
15 L.., ' 15 

' ' 
i=l 

1 
15 945 

у= 15 �Yi = 
15 = 63,1.

i=l 



Таб.л.иv,а 6.2 

Номер Рост, см Масса тела, кг 
наблюдения Xi 

1 165 
2 171 
3 182 
4 165 
5 183 
6 180 
7 183 
8 166 
9 173 

10 172 
11 174 
12 170 
13 164 
14 168 
15 184 
Е 2600 

Затем определяем суммы 
15 

Xi-X Yi Yi-Y 

-8,3 72,9 9,8 
-2,3 48,4 -14,7

8,7 66,3 3,2 
-8,3 64,1 1,0 

9,7 62,7 -0,4
6,7 76,0 12,9
9,7 73,8 10,7

-7,3 50,6 -12,5
-0,3 52,3 -10,8
-1,3 56,5 -6,6

0,7 66,8 3,7
-3,3 61,6 -1,5
-9,3 72,8 9,7 
-5,3 52,6 -10,5
10,7 68,6 5,5 

945 

15 

:�:)xi - х)2 
= 747,33; l)Yi -у)2 

= 1171,4;
i;;::l 

15 

:E(xi- x)(yi-y) = 293,3. 
i;;::} 

Таким образом, р =
29!•3 = 0,313. 

,/747,33-1171,4 

Замечание 6.2. Если экспериментальные данные пред
ставлены в виде (6.10) или (6.11), т.е. сгруппированы по одному 
или по обоим переменным, то расчетная формула (6.12) для р
изменяется соответствующим образом. Например, если выбор
ка представлена в виде (6.10), то значения оценок Jl,11, и1 и и2



вычисл.яют по формулам 

.... 
.... 

01= 0'2 =
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