
 основы

РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА 

После обнаружения стохастических св.язей между изучае­
мыми переменными величинами (см. 6} исследователь присту­
пает к математическому описанию интересующих его зависи­
мостей. Для достижения этой цели ему необходимо решить 
следующие задачи: 

1} подобрать класс функций, в котором целесообразно ис­
кать наилучшую (в определенном смысле) аппроксимацию ис­
комой зависимости; 

2) найти оценки для неизвестных значений параметров, вхо­
дящих в уравнение искомой зависимости; 

3) установить адекватность полученного уравнения иско­
мой зависимости; 

4) выявить наиболее информативные входные переменные 
(факторы). 

Совокупность перечисленных задач и составляет предмет 
исследований регрессионного анаАиза. 

1. Исходные предположения 

Во многих прикладных задачах требуется построить мате­
матическую модель, связывающую входные переменные (фак­
торы) Х1, ... , Х" и выходное переменное (отк.1шк) У. В 
дальнейших рассуждениях будем предполагать, что У явля­
ется случайной величиной при каждом фиксированном наборе 

х= (х1, ... , х 
,,
) значений переменных Х = (Х1, ... , Х

,,
). В этом 

случае искома.я математическая модель может быть представ­ 
лена в следующем виде: 

у= /(х) + е(х), (7.1) 



где f(i') - ска.лярная функция, e(i') - с.л.учайна.я ошибка, т.е. 
случайная составляющая, порожденная либо действием случай­
ных факторов, не включенных в набор Х1 , • • .  , Х

р
, либо случай­

ными ошибками измерений величины /(i'), либо и тем и другим 
одновременно. 

Будем считать, что для каждого х математическое ожи­
дание e(i) равно нулю, т.е. отсутствует cucmeмamuчecкa..

погрешность модели. Следовательно для условного матема­
тического ожидания y(i') = М {У I Х = i) выходного переменно­

го У при условии, что вектор входных переменных Х принял 
значение i, согласно (7.1}, имеем у(х) = /(i). 

Функцию /(i'), описывающую зависимость условного сред­
него значения y(i) выходного переменного У от заданных 
фиксированных значений входных переменных Х1 , • • .  , Х

р
, на­

зывают функцией регрессии ( или регрессией). 

Функция регрессии полностью определена, если известен 
условный закон распределения выходного переменного У при 
условии, что Х = х. Поскольку в реа.льных ситуациях никогда 
не располагают такой информацией, то обычно ограничивают­
ся поиском подходящей аппроксимации /а (х) для f(i'), осно­
вываясь на статистических данных вида ( xi, Yi}, i = 1, n, где 
ii 

= (жl, ... , ж�)- Эти данные есть результат n независимых 
наблюдений у1 , . • .  , Yn случайной величины У при значениях 
входных переменных i 1 

= (xt, ... , х�), х2 
= 

(xf, ... , ж:}, ... , 
in 

= (xr, ... , ж�). т.е. результат специа.льно организованного 
эксперимента. 

Говоря о подходящей аппроксимации функции f(i') - мо­
дели регрессии, нужно, во-nервых, задать класс доnусmu­

.кыа: моделей регрессии :F, т.е. класс функций, среди ко­
торых будем искать наилучшую аппроксимирующую функцию 
/0 (i'), и, во-вторых, выбрать критерий, по которому будем 
получать наилучшую аппроксимирующую функцию fa (i') из за­
данного класса :F. 



Чтобы задать критерий, используют функцию p(eJ(.X)), 
где ч(Х) = /(Х) - /0(Х) - случайна.я величина, а p(u) -
некоторая неотрицательна.я функци.я аргумента и, как правило, 
неубывающая и выnук.,�а.я, например р = и2 или р = lиl.

Функцию /а (ж) считают наилучшей аппроксимирующей 
функцией из заданного класса :F, если она обеспечивает ми­
нимальное- значение функционала 

или 

где усреднение проводите.я по всем возможным значениям 
случайного вектора Х в первом равенстве и по всем имеющимс.я 
наблюдениям - во втором. 

В случае функции р( и) = u2 получаемую регрессию назы­
вают средне« хвадратu-чно-й, а метод, реализующий мини­
мизацию функционала Лn (/0), принято называть методом 
наuменьшиz квадратов (МНК). Да.лее· будем рассматри­
вать только этот тип регрессии. Поэтому, говоря о регрессии, 
будем опускать слова ,,�редвяя квадратична.я". 

В дальнейшем будем предполагать, что класс :F допустимых 
моделей регрессии можно задать некоторым параметрическим 
семейством функций, т.е. представить в виде :Fp = {/а {i';,в}}, 
iJ Е Rm. Тогда задача отыскания наилучшей аппроксимации 
для f(x) сводится к определению таких значений параметров 
-

/i, при которых Лn (/а) достигает минимума. 
Следует отметить, что проблема выбора параметрического 

семейства функций :Fp , являясь ключевой в регрессионном ана­
лизе, не имеет, к сожалению, формализованных процедур дпя 
своего решения. Иногда выбор определяют на основе эксnери­
ментальныж данных (xi , Yi), i = 1, n (см. пример 7.1), чаще -
из теоретических соображений. 

Например, если известно, что скорость протекани.я хими­
ческой реакции между некоторыми компонентами пропорцио-



нальна объему исходного вещества, то объем вещества V(t) в 
момент t изменяется по экспоненциальному закону 

где 80, 81 -

неизвестные параметры: модели, которые нужно 
оценить наилучшим образом по результатам наблюдений, а 
to - начальный момент времени. 

К сожалению, такие случаи редки. Более реальной является 
ситуация, когда о механизме явления ничего не известно и 
можно лишь предполагать, что искомая Ф:ункция /(ж) является 
достаточно гладкой. Тогда аппроксимирующая ее функция 
fa(x) может быть представлена в виде линейной комбинации 
некоторого набора линейно независимых базuсныz функцu'й 
{Фk(х)}, k=0,m-1, т.е. в виде 

m-1
- i1\ ;:т - � k /а (х;/3 J = /3 ф(х) = L.J /3 1Pk(x), 

k=O 

(7.2) 

где /i = (/Зо /31 •.. /Зm-1)
т 

- вектор неизвестных параметров;- т u 

ф = ( Фо Ф1 . . . Фm-l) - вектор базисных функции (известных 
за.ранее); m - число неизвестных параметров /Зk, в общем 
случае неизвестная величина, уточняемая в ходе построения 
модели. 

Следует заметить, что, согласно (7.2), функция fa(x) =
= fa (x;iJ) является линейной по параметрам, представленным 
вектором /i. Поэтому в рассма'l'риваемом случае говорят о 
.-одели, .11uне'йно'й no nара.иеmра.и. 

Другими словами, исходный класс функций :F, содержа­
щий истинную функцию регрессии / (i'), заменяют некоторым 
классом :Fp = {/a (ж;iJ)}, /i Е R.m, более простых по структу­
ре функций, представимых в виде (7.2), и задача сводит­
ся к наилучшей оценке вектора неизвестных параметров /i =

т
= (/Зо, /31, ... , /Зт-1) • 



При такой постановке задачи общая погрешность 

n 

Л = L(Yi - /в(хi))
2 

i=l 

от аппроксимации результатов наблюдений 

полученных в эксперименте, значениими фущсции /в(х) Е :Frз 

обусловлена рассеянием отклика У относительно истинной ре­
грессии / ( i), т .е. величиной 

n 

лЕ = L(Yi - l(xi))2

i=l 

и систематической погрешностью аппроксимации, сВJiзанной с 
заменой исходного класса функций :F более узким :F f3 Е :F: 

n 

Лв = I:U(xi)- /в(хi))
2

• 
i=l 

Следовательно, приближение /(х):::::: /в(x;iJ) (см. 7.2) нужно 
понимать в том смысле, что систематической погрешностью 
Лв при замене класса :F на :Fp можно пренебречь по сравнению 
со случайной погрешностью ЛЕ. Именно на сопоставлении 
этих двух типов погрешностей и основаны правила проверки 

адекватности модели /в(х;'д} = /в(х}, где вектор параметров iJ

заменен значением вектора оценок iJ.
Одним из наиболее распространенных аппроксимирующих 

классов функций :Fp ивлиетСJI класс полиномов, в котором 
в качестве базисных функций выбраны степени переменных 
Х1, ••• , Хр• 

Простейшей пОJiиномиа.льной моделью являете.я модель 1-го 
порядка, линейна.я по всем переменным: 

m-1

fв(ж) 
= L .ВkЖk, т, Р+ 1, 



 Метод наименьших квадратов 

Матрицы F и У в .л.инейной регрессионной .м.оде.л.и (7 .6) 
содержат всю информацию, получаемую в результате экспери­
мента. По этим данным нам нужно оценить вектор неизвест-

 ных параметров{)= (fЗо, {)1, . . .  , fЗm-1) . Для получения оценок, 
как отмечалось выше, будем использовать .метод наи.м.еньших
квадратов. Предварительно сформулируем предположения, ле­
жащие в его основе. 

1. Mei = О, i = 1, п, т.е. систематическая погрешность .м.о­
де.л.и отсутствует. 

2. M(eiej) = О, i =I j, т.е. с.л.учайны.е ошибки некоррелирова­
ны (это ограничение можно снять, если матрица ковариаций 
D(e) вектор-сто.л.бца ошибок известна*). 

3. Dei = Ме1 = о-2
, i = 1,n, т.е. в любых точках фактор­

ного пространства хР случайные ошибки имеют одинаковую 
дисперсию. 

4. Значения Жi переменных Xi, i = 1,р, в процессе экспери­
мента. измеряются без ошибок. 

Отметим, что предположени.я 2 и 3 можно объединить и 
представить в следующем виде: 

где/,,,, - единична.я матрица. порядка. n. 
Четвертое предположение означает, что, согласно соотно­

шениям (7.3), верны равенства. 
m-1

м� = � PkФk(жi), D� = Dei = о-2, i = 1, n, 
k=O 

которые в матричной записи имеют вид 

DY =о-21,. . 

Подчеркнем, что никаких предположений о за.коне распре­
деления случайных величин "Yi, i = 1, n: мы: пока. не делаем. 

Теорема 7.1. Пусть М = Fт F ..:_ невы:рожденна.я матри­
ца. Несмещенноil эффективной оценкоil в классе всех линейны:,: 



- т 
оценок для пара.метра Р = (Ро Р1 . . . /Зm-1) в линейной регрес-
сионноil .модели (1 .6) является (Щенка метода наu.кеньшuz 
tсвадраmов (МНК-оченка), определяема.я матричным равен-
ством 

-

Д(У,.) = (Fт F)-1 FтУ. # (7.7) 

Поясним идею метода. наименьших ква.дра.тов и происхожде­
ние формулы: (7.7). Докажем несмещенность и эффективность 

-

оценки Д(Уn) в КJiacce линейных оценок. 

Пусть отклик У заВJ.!:СИТ лишь от одного фактора Х (р = 1 ), 
а искомая функции регрессии M(Ylx) = /(х) имеет график, 
изображенный пунктирной линией на рис. 7.4. Функции /(ж) 
нам не известна, известны: лишь значении отклика Yl, ... , Yn, 
полученные в эксперименте при значениих факторов х1, ••• , Жn

(на рис. 7.4 точки (жi, Yi), i = 1, n, отмечены: "крестиками"). 

Рис. 7.4 

Неизвестную функцию /(ж) на основа.нии характера рас­
положении экспериментальных точек ( они визуально располо­
жены: вдоль примой) естественно аппроксимировать линейной 
функцией /а (x;iJ) = fЗо + fЗ1ж. Отклонении бi = Yi - (fJo + fЗ1zi), 
i = 1, n, ординат экспериментальных точек (xi, Yi) от любой 
примой /а ( ж; iJ) = fЗо + fЗ1 х называют нев.-зка.ки. 

В общем случае дли линейной регрессионной модели (7 .6) 
m-1

бi = Yi - L fJkФk(xi), i = 1, n, 
k=O 

и невязку б;, можно рассматривать как реализацию случайной 
ошибки Ei = E{:ti), i = 1, n.



Согласно методу наименьших квадратов, оценку Д(Уn) =
,,,.,. _  ,,,.,. _ т  - т

= (fJo(Yn) ... fЗт-1 (Yn)) вектора параметров {J= (fJo . •. fЗт-1) 
выбирают так, чтобы: сумма квадратов невязок бi была мини-
мальвой, т.е.

n n m-1 2
Л(�) = I)f = L 

 

( Yi - L 
 

fЗkФk( :i)) 
 
➔ min,

i=l

или, что то же самое,
 i=l k=O

Л(/i) = б
т 

б = (У - FД)
т 

(У - F/i) = Л(Д) ➔ min,

где б = (61
Необходимым 

, ... , cSn) -
условием 

вектор нев
экстремум

язок.
а функции Л(/i) перемен­

ных /Зо, fЗ1, ... , fJm-I (а, следовательно, и условием существова­
ния МНК-оценки пара.метра Д), как известно, 

 
является равен­

ство нулю ее частных производных [V], т.е.
ал n m-1

д{З., 
=-2�ф.,(х

. 
1)(Уi- �

 

Фk(
 

ж')fЗk) =0, v=O, m-1.

Эту систему можно представить, используя матричную запись
-2FT 

(У - FД) = о, или 

(7.8)

Из геометрических соображений очевидно, что решением
системы: (7.8) является точка минимума функции Л({J), в чем
можно убедиться непосредственно, воспользовавшись доста­
точным условием экстремума [V]. Систему линейных алгебра­
ических уравнений (7. 8) называют системой норма.11ыаыz
уравнений Гаусса. Она всегда имеет решение (хотя не всегда
единственное).

т т Пусть матрица F F имеет обратную матрицу (F F)-1 (для
этого необходимо и достаточно, чтобы rang F был равен числу
стОJiбцов матрицы: F). Тогда, умножая обе части равенства
(7.8) 
которая 

слева 
дает 

на матрицу 
единственное 

(Fт F)
ешен

-1, 

ие систем
приходим к 

(7 8). 
формуле (7.7),

Если матрица F
р ы .

т F не имеет обратной (случай, когда ранг
матрицы F меньше числа m ее столбцов), то МНК-оценка
пара.метра Д существует, но не является единственной*.



Несмещенность оценки iJ(Yn ), заданной равенством (7.7), и 
эффективность в классе всех линейных несмещенных оценок не­
посредственно следуют из исходных предположений для метода. 
наименьших квадратов. Действительно, 

Mii(Yn ) = М((Fт F)-1 Fт

У} =

= (FT F)-1 FT MY = (FT F)-1 FFT iJ = ii, 

т.е. ,В(Уn) - несмещенная оценка для {З. Докажем ее эффектив­
ность. 

Пусть LY - произвольна.я линейна.я несмещенная оценка 
для ,В. Тог да из равенства 

M(LY)=LMY=LFiJ=iJ 

получаем LF = In и 

D(LY)=M(LY-LMY)2 =ML(Y-MY)2 Lт 

=

т 2/ т 2 т =LDYL =Lи n L =и LL. 

Наша задача минимизировать диагональные элементы мат­
рицы LL т, которые с точностью до множителя и2 являются 
дисперсиями оценок параметров fЗk, k = О, m-1. Для этого рас­
смотрим равенство 

в справедливости которого можно убедиться непосредствен­
но, перемножив матрицы в правой его части с учетом ра­
венств LF= In и М = Fт F. Поскольку диагональные элементы 
матрицы: вида АА являются неотрицательными, то можно 
утверждать, что диагональные элементы: матрицы: LL т будут

т - -
минимальными, если L = м-1 F , т.е. оценка fЗ(Yn ) являете.я 
эффективной в классе всех линейных оценок. 



Итак, по теореме 7.1 МНК-оценки являются наилучшими 
в указанном выше смысле в классе линейных оценок. Тем 
самым равенство (7 .5) определяет наилучшую моде.л,ь регрессии

для выбранных базисных функций и значений fЗk, k = О, m-1, 
найденных по методу наименьших квадратов, которую будем 
записывать (обозначив /а(х) = у(х)) в виде

m-1 

у(х) = Е дkФk(х). (7.9) 
k=O 

Случайную величину 

m-1

У(х) = Е дk(Yn)Фk(x)
k=O 

будем называть очеппой среднего зпа-чеnиА omnлuna У.

Согласно (7.9), можно определить оценки Yi = Y(xi) сред­
него значения отклика (условного математического ожидания 
отклика) в каждой точке xi факторного пространства: 

m-1 

� = Е .Вk(Yn)Фk(xi), i = 1, n.

k=O 

-. (-. ,,._ )т При этом, если ввести маmричу У= У1, . .• , Yn 
среднего зпа-чеnUА omnлuna, то 

очепоп 

(7.10) 

Замечание 7.2. В ряде случаев интерес представляют не 
сами параметры fЗо, fЗ1, ... , fЗm-1 в линейной регрессионной 
модели (7.6), а их некоторые линейные комбинации, т.е. новый 
вектор параметров а= (ао, а1, ••• , а9_1), q � т, связанный с 

- т -

вектором {З = (Ро, ... , fЗт-�) соотношением а = А{З, где А -

некоторая матрица типа q х т.



Для вектора а МНК-оценка &(Yn) определяется равенством 

(7.11) 
..... 

где Jf(Yn) - МНК-оценка для Д. # 
Укаж:.._м теперь правил� определения ковариационной мат­

рицы Е(Д) МНК-оценки Jf(Yn) вектора параметров Д. Это 
правило будет вытекать как частный случай из следующей те­
оремы. 

Теорема 7 .2. Пусть Д - m-мерный вектор-столбец линей­
ной регрессионной модели (7.�), А - произвольная матрица 
типа q х т, где 1 � q � т, а матрица Рт Р является обратимой 
(т.е. det(Pт Р) i= О). Тогда для вектора а= АД МНК-оценка 
&(Yn), определяемая равенством (7.11), является несмещенной 
оценкой с матрицей ковариаций 

где и2 
- дисперсия отклика.

◄ Согласно (7.7) и (7.6), имеем
.....

JЗ(Yn) = (Р
т Р)-1 Рт (РJЗ +l') =

(7.12} 

= (Рт Р)-1 (Рт P)J3 + (Р
т Р)-1 рт Ё= р' + (Рт Р)-1 рт€. 

..... 

Отсюда для оценки &(Yn) = Aj9(Yn) параметра а= АД имеем 
представление 

..... 
� - - - - ж -1 т-а(Уn) = Afi(Yn) = Afi + А(Р F) Р е =

=ii+А(Р
тР)-1Рт€, (7.13) 

из которого вытекает несмещенность оценки &(Yn), так как, 
согласно исходным предположениям метода наименьших квад-



ратов, М€= О и, следовательно, 

Далее, матрица ковариаций вектора МНК-оценок &(Yn
) в 

силу несмещенности оценки а имеет вид 

Используя представление (7.13}, преобразуем выражение дл.я 
Е(&) следующим образом: 

Е(&) = м( (А(Рт Р)-1 р
т

� (А(Рт Р)-1 рт� 
т

) = 

= М(А(Рт Р)-1 Рт &т Р(Рт Р)-1 Ат) =

= А(РтF)- 1Рт М(€€т)Р(РтР}-1 Ат .

(При переходе к правой части мы воспользовались правилом 
транспонирования произведения матриц (АВ)т 

= Вт Ат [III] и 
симметричностью матрицы (Рт Р)-1.)

Если теперь учесть, что, согласно исходным предположени­
ям метода наименьших квадратов, М(ёт � = In

u2
, то 

Е(&} = А(Рт Р}-1 Рт lnu2 Р(Рт Р)-1 Ат = 

= и2 А(Рт Р)-1(РтР)(Рт Р)-1 Ат = и2 А(РтР)- 1 Ат

,

что и доказывает представление (7.12). ► 

Следствие 7.1. Если А= Iт, т.е. ii= AiJ = iJ, то 

(7.14} 

где С= (Рт Р)-1 
- дuсnерсuоннаА матрuча Фишера.

Следствие 7.2. Дисперсия оценки У(х} среднего значения 
отклика в произвольной точке х факторного пространства ХР 



определ.яется по формуле 

DУ(ж) = и21/?(il)С-ф(ж), 

где 'Ф
т

(ж) = ('Фо(х), ••. , 'Фm-1(ж)). 

◄ Действительно, согласно (7.9) и (7.14), имеем

DУ(ж) = D{-ф
т

(ж)fi(Yn)) =

= М{-ф
т

(ж)(fi(Уn ) - fi}(fi(Yn)-fi)
т

-ф(il)) =

= -ф
т

(ж)М{(fi(Уn) -д}(fi(Yn) -fi)
т

)'Ф(ж) = 

(7.15) 

= 'Ф
т

(ж)Е(fi)'Ф(il) = и2-ф
т

(ж)С-ф(ж). ► 

Формулы (7.14) и (7.15) содержат неизвестный параметр 
и2 

- дисперсию отклика У. Поэтому требуется правило опре­
делени.я оценки параметра и2

• Такое правило устанавливает 
следующая теорема. Однако прежде чем формулировать тео­
рему, отметим, что случайную величину 

�,,... -:; - т -:; ... 

Е €= (У -F,8(Yn)) (У - F,8(Yn)), (7.16) 
� � 

где f= У -Ffi(Yn) - случайный вектор, а fi(Yn) - МНК-оцен-
ка вектора параметров iJ линейной регрессионной модели (7 .6), 
называют остаточно4 � квадратов. 

Теорема 7 .3. Если выполнены исходные предположения 
метода наименьших квадратов и ранг матрицы базисных функ­
ций F типа n х т равен m, то несмещенная оценка дл.я оста­

mочно-й дucnepcuu и2 определ.яется по формуле 

где fi(Yn) - МНК-оценка вектора параметров Д линейной 
регрессионной модели (7.6). 



◄ Из равенства (7 .6) и предположений о случайной составл.я1<r
щей модели следует:

Рассмотрим равенства
(У -Pii)T(Y -Pii) =

n n 

=M(EEn = LDEi=nu2• (7.18)
i=l i=l 

,..,,. ,..,,. т - ,..,,. 

= (У -Pii(Yn)+P(ii(Yn)-ii)) (У -Pii(Yn )+P(ii(Yn)-ii)) =

= (У -Pfi(Yn )) т (У -Pfi(Yn )_) + (P(fi(Yn)-ii)) т P(fi(Yn)-ii) +

+ (У -Pfi(Yn ))т P(fi(Yn )-ii) + (P(fi(Yn )-ii)}т(Y -Pfi(Yn)).
,,._ 

Поскольку ii(Y i) - МНК-оценка вектора параметров ii, то,
- - т 1 (1' согласно (7. 7), fi(Yn) = ( Р Р)- Р У, и, как следствие, имеем

,,._ 

= (ii(Yn) -ii) т Fт (У -Р(Рт P)-l РТ У) =

и, кроме того,

Таким образом,

,,._ 

= (ii(Yn )-/J)т(PTY -РТР(Рт F)-1 РТУ)= О

,,.. ,,._ 

= (У - Р,8(Уn))т(У - Pii(Yn ))• (7.19}



Воспользовавшись свойствами следа матриц и следствием 
7.1, получим 

м((F{fi(Yn)-iJ))
T

F(fi(Yn)-iJ)) = 

= м( (fi(Yn}-iJ)
T

(F
T 

F)(fi(Yn)-iJ)) = 

= м(tr((F
T 

F)(fi(Yn)-iJ)(P(Yn)-iJ)
T

)) =

= tr((F
т 

F)M{(fi(Yn)-iJ>{fi(Yn)-iJ}
т

)) =

=tr{(F
т

F)E(fi(Yn))) =tr{(F
т

F}(F
т

F)_ 1 u2
) = 

= u2trlm = mu2
. 

Таким образом, согласно (7.17)-(7.19), имеем 

откуда 

Следовательно, 

.явЛJiетс.я несмещенной оценкой дл.я и2
• ►

Замечание 7.3. а. Оценка S2 остаточной дисперсии и2 

представЛJiет собой отношение остаточной суммы квадратов 
...... т ...... 

ё ё, отнесенное к числу степеней свободы n -т, где n - коли-
чество наблюдений Yn = (У1, ••• , Yn ), представленных матрицей 
отклика У, а m- число оцениваемых параметров, представлен­
ных вектором Д. Таким образом, S2 

- дол.я остаточной суммы
квадратов линейной регрессионной модели (7 .6), приход.яща.яс.я 



на одну "степень свободы". Фактически число степеней свобо­
ды равно объему случайной выборки за вычетом числа незави­
симых линейных связей, наложенных на выборочные значения. 

б. Формула (7.17) верна лишь в том случае, если есть осно­
вания считать, что выбранная линейна.я регрессионная модель 
(7.6) является верной, т.е. МУ = FД. В противном случае в 
остаточную сумму квадратов кроме случайных ошибок входят 
и систематические, а потому она может давать завышенную 
оценку для и2 • 

в. Полезно обратить внимание на сходство результата 
(7.17) с несмещенной оценкой S2 (Yn) дисперсии случайной ве­
личины У по наблюдениям Yn, которая имеет вид 

Здесь также сумма квадратов отклонений 1'i от У делится на 
число степеней свободы п - 1, так как неизвестный параметр 
МУ = µ заменен его оценкой У, т.е. на экспериментальные 
данные наложена одна линейна.я связь. #

При решении реальных задач, связанных с практическим 
использованием регрессионных моделей, необходимо проверять 
выполнение исходных предположений для метода наименьших 
квадратов, т.е. проводить статистический анализ регрессион­
ной модели (см. 7.3). 

Проиллюстрируем процедуру построения регрессионной мо­
дми на частных примерах, имеющих и самостоятельный ин­
терес. 

Пример 7.3. Рассмотрим случай простой .11инейной регрес­
сии, когда отклик У зависит от одного фактора Х ( т .е. р = 1) и 
в качестве приближения искомой функции регрессии выбрана 
функция 

fa(x) = fЗо + fЗ1х. 



Эту функцию получают из общей модели (7.2) при 'Фо(х) = 1, 
ф1(х) = х, т.е. размерность вектора Х равна р = 1, а число 
параметров m = 2. 

Роль фактора Х могут играть врем.я (иногда часто вместо х 
пишут t), температура, доза лечебного препарата и т.д. Задача 
состоит в изучении св.язи между откликом У и фактором Х на 
основании выборки (xi, Yi), i = 1, п, полученной в результате 
эксперимента (вместо xi далее будем писать Xi, так как х -
скал.яр). 

Для конкретности будем считать, что Х - это скорость 
движения автомобиля (в км/ч), а У - тормозной путь (в м) по 
скользкой дороге до полной его остановки, и по результатам 
п = 17 замеров Х и У получены данные, представленные в 
табл. 7.1. 

Таб.n,ица 7.1 

Xi 28 29 32 35 40 44 45 51 53 
Yi 0,53 0,92 1,52 2,07 2,17 3,65 3,97 5,27 5,54 
Xi 58 64 65 73 75 80 83 93 
Yi 6,43 7,60 7,91 9,48 10,1 8,95 11,48 13,74 

Найдем значения оценок параметров fЗо и fЗ1, дисперсии 
отклика и дисперсии среднего значения отклика, а также да­
дим прогноз для длины тормозного пути при скорости хо =
= 120 кмf'ч. В рассматриваемом примере матрицы У и F имеют 
вид 

Следовательно, 



Да.лее случайные векторы и их реа.лизации будем обозначать

одинаково: из текста всегда ясно, о чем идет речь.
т Поскольку Xi - различные числа, то матрица М = F F

обратима,причем 
n n 

2 
n 

detM = п Ех� - (Lxi) = п L(xi -х)
2

, 
i=l i=l . i=l 

С помощью присоединенной матрицы находим 

-txi
)1=1

п

Используя обратную матрицу м-1 = (Р
т 

F)-1, по формуле (7.7)
получаем 

откуда 

,._ -J=xl -J= Yi--J=xi(-J=xiYi) n-J= XiYi-t Xi(t Yi)
/3о = 1=1 1=1 1=1 1=1 /Зr = 1=1 1=1 1::::::1 

n-J=xl-(-J=xi)
2 

' пЁх1-(Ёхi)
2 

1::::::1 1=1 i::::::l i=l 

Из последних двух равенств с помощью простых преобразова­
ний получаем 

/Зо = у- /Зrх, 

n 

Qx = L(Xi-x)2

, 

i=I 

n 

Qxy = L(Xi - x)(yi -у).
i=I 

(7.20) 



Из равенств (7.20} видно, что оценки ,бо(Уn } и P1(Yn } связаны 
линейной зависимостью. 

Поскольку Qzy
/n = Kzy 

является значением оценки ковари-
ации Qzy (Xn , Yn)/n = К:,:у(Хn , Yn) фактора и отклика, а Q:,:/n =
� и� - значением оценки дисперсии фактора, то для значения 
{31 оценки параметра /31 справедливо и такое представление: 

где р - значение оценки коэффициента корреляции р меж,цу
фактором и откликом.

Таким образом, найдена модель простой регрессии 

у(х) =,80+,81х, 

где fio и Р1 определены по формулам (7.20). 
Для данных из табл. 7.1 имеем n = 17. Далее находим 

Qz � 6557, Qy � 250,8, Qzy 
� 1211,5. 

По формулам (7.20} вычисляем значения оценок ,80 и ,81 : 

fi1 = 1271,5/6557 � 0,194, fЗо = 5,95 - 0,194 · 55,76 � -4,87. 

Следовательно, прогнозируемое значение у при х = х0 = 120 
равно 

у(120} = -4,87 + 0,194 · 120 = 18,4. 

Найдем точность оценок fio(Yn), ,81(Yn) и У(х). Используя 
формулу (7.14}, получаем 

где 
( 

,,.. 2 Exl Е(д} = и2 м-1 = _и_ i=l
detM -Ёхi

i=l 

n 

detM = n :�:::)xi - х)2 • 
i=l 

-Ёхi
)i=l 

' 

n 



Таким образом,
n 

и2 Ех! 
D fio(Yn

) =
n 

i=l ,,.._ - q2 

D ,81(Yn) = _n __ _

n E(xi-x)2 E(xi-x)2
i=l i=l 

n

E(xi-x)2

i=l 

В точке прогноза х =хо= 120 и

DY(xo) = и2 (!. + 
(120-55,76)2

) = О,69и2.
n 6557 

(7.21}

Наконец, по формуле (7.17) находим значение s: оценки дис­
персии от:клика: 

2 1 �( ,,.._( )2 1 Sy = n _ 2 � Yi - у Xi) :::::: 15 • 4,2 = 0,28
1=1 

и заменяем и2 · на s: во всех предыдущих равенствах, где 
присутствует и2 • 

Считая оценку У(х) нормально распределенной с матема­
тическим ожиданием МУ(х) = /(х) и дисперсией DY(x), вы­
численной по формуле (7.21), можно по правшу "3и" указать



интервал возможных значений дл.я У в точке х = хо= 120, учи­
тыва.я, что и� S11 = 0

1
53: 

(y(x0)-3S11, y(xo)+3S11) = (18,4-1,6; 18,4+ 1,6).




