
Двухфакторный дисперсионный анализ 

Рассмотрим случай вли.яни.я двух факторов на omКJiuк Х. В 
этом случае дисперсионный анализ основывается на результа­
тах эксперимента, проводимого на различных уровн.ях каждого 
из факторов. 

Будем предполагать, что взаимосвязь между факторами 
отсутствует*. Дл.я простоты изложения ограничимся случаем, 
когда для каждой пары уровней рассматриваемых факторов 
проводите.я по одному наблюдению. Через lA обозначим число 
уровней фактора А, а через lв - число уровней фактора В. 
Тогда общее число наблюдений для всех возможных пар уровней 
факторов А и В равно n = lAlв. 

Математическую .модель двухфакторного дисперсионного 
анализа в этом случае можно представить в виде 

(8.12) 

где Xi; - отклик Х _на i-м уровне фактора А и j-м уров­
не фактора В; µо= МХ; O:i, /3; - неслучайные величины, 
характеризующие вклады в Xi;, обусловленные действием со­
ответствующих факторов А и В; Ei; - случайнм �ичина, 
характеризующая вклад в Xi;, обусловленный действием не­
учтенных факторов. 

Предположения, сделанные в 8.2 относительно случайных 
величин Ei;, остаются в силе. При этом 

и 0:1 + ... + о:1
А 
= /31 + ... + /Эlв = О, что и означает независимость 

факторов А и В. 
Поскольку в модели (8.12) взаимодействие факторов отсут­

ствует, проверка гипотез о влиянии факторов А и В на отклик 
Х проводите.я отдельно дл.я каждого фактора. Рассмотрим 



критерии дл.я проверки гипотез о влиянии фактора А ( фактора 
В) на отклик Х. Введем обоэначени.я 

Обща.я сумма квадратов отклонений Xij от выборочного сред­
него Х может быть представлена в виде 

lA lв lA 

Q(Xn) = E1)xij -Х)2 
= lв L(Xi--Х)2 

+

i=l j=l i=l 

lв lA lв 

+ IA L(X-; - Х)2 + LL(Xij - Xi- - Х •j + Х)2

i=l i=l i=l 

(в этом: можно убедиться с помощью рассуждений, аналогичных 
приведенным в 8.2). ,Отсюда вытекает равенство 

(8.13) 

где слагаемое 
lA 

QA (Xn) = lв L(Xi· - Х)2 

i=l 

обусловлено отличием выборочных средних Xi. и Х, т.е. влия­
нием фактора А на отклик Х; слагаемое 

lв 

Qв(Xn) = lA L(X.;-X)2 

i=l 

обусловлено отличием выборочных средних Х.3 и Х, т.е. влия­
нием фактора В на отклик Х; слагаемое 

lA lв 

Qo(Xn)= LL(Xi;-X,.-X.3+X)2 

i=l j=l 
учитывает влияние всех факторов, в том числе и неучтенных. 



Проверка гипотез о влиянии факторов А и В на отклик Х
основана на сравнении статистик QA(Xn) и Qв(Xn) с Qo(Xn)· 

Проверим, например, гипотезу Но о том, что фактор А не 
влияет на отклик Х, т.е. G'i = О, i = 1, lA. 

Если гипотеза Н0 верна, то при сделанных выше пред­
положениях относительно Eij, i = 1, lA, j = 1, lв, статистики 

QA(Xn)/a2 и Q0(Xn)/a2 независимы и имеют x2 -pacnpeдe.rieнue

с числом степеней свободы lA - 1 и (lA - 1)(lв -1) соответствен­
но, а статистики

и 

являются несмещенными оценка.ми дисперсии а2 отклика* Х.

Отсюда следует (см. Д.3.1), что 

(8.15) 

Гипотеза Но не противоречит результатам наблюдений, если 
выборочное значение /в статистики S1(Xn)/S5(Xn) не пре­
восходит /кр = /i-o,(lA-1, (lA-l)(lв-1)) для заданного уровня

значимости а. В противном случае, т.е. если 

/в> /кр, 

гипотезу Но отклоняют. 
Если приходится отвергать гипотезу Н0, то может возник­

нуть необходимость в проверке одной из гипотез H�i), согласно 
которой влияние на отклик оказывает i-й уровень фактора А,

т .е. проверяют гипотезу 



Пусть i = 1, а 

- 1 
/А lв 

Х( 1 ---'°''°'Х·· 
• 2 ... А) - (l - 1)1 �� 13• 

А В i=2 j=l 

Тогда сумма квадратов QA(Xn) может быть представлена в 
виде 

(8.16) 

где 

, - (lA-1)lв
(
- - 2 QA(Xn)= [А 
X1.-X.(2 ... IA)}, 

/А 

Q�(Xn) = lв I:(xi. -X.(2 ... IA))
2

. 
i=2 

Действительно, учитывая равенства 

находим 

/А 

QA(Xn) = lв I:(xi. -х) 2 = 



В полученной сумме преобразуем каждое слагаемое по формуле 

квадрата суммы. В результате находим 

lA l 
lA 

QA(Xn) = lв L(Xi. -X·(2 .. JA ))
2 
+ 1f L(X•(2 .. .lA)-X1,)

2 
+

i=l А i=l 

lв�
(
- -

)(
- -

) +2
1

L..., xi.-X.(2 .. .1A > х,<2··-'А)-Х1- = 
А i=l 

lA 

= lв L(Xi. -X.(2 .. JA))
2 

+lв(Х1, -X.(2 .. JA))
2 
+

i=2 

Так как в силу определения величин Xi· и Х.(2 .• .1А) 

lA 

Exi. = (lA -1)Х.<2 ·•-'А>' 
i=2 

то 

lA lA 

E(Xi• -Х.(2 .. .1А>) = Exi. - (lA -1)х.(2 .. .1А> = о. 
i=2 i=2 

Поэтому 

lA 

E(xi. -Х .(2 .. .1А)) (Х,(2 .. .1А)-х •·) =

lA 

=-(Х1, -X•(2 .. JA ))
2 
+ (X.(2 .. .lA)-X1,) E(Xi.-X.(2 .. JA)) =

i=l 



Собирая теперь все слагаемые, получаем 

lA 
QA(Xn) = lв L(Xi. -X.(2 ... IA)}

2 

+

i=2 

что равносильно (8.16). 
Для проверки гипотезы H�i) по результатам наблюдений 

используют статистику 

S"(X )2 

F= А n 

si(xn) ' 

где 

Эта статистика имеет расnреде.яение Фишера с числом степе­
ней свободы l А - 2 и (l А - 1 )( l в - 1), е(:ЛИ гипотеза Н� i) верна'".

Аналогично строятся критерии для проверки влияния 
фак­тора В на отклик Х. 

Порядок проведения двухфакторного анализа представим в 
виде таблицы (табл. 8.3). 


