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Практические задания к теме  

«Метод динамического программирования 

для дискретных систем управления» 

 

 

Пример 5.1. Найти оптимальные управления и траекторию, на кото-

рых функционал  





2

0
21 )3())()((

i

xiuixQ  

 

достигает своего минимального значения для дискретной системы 

управления  









)()()1(

)()(2)()1(

12

211

iuixix

ixiuixix
 

 

с начальными условиями  

0)0(,1)0( 21  xx  

с начальными условиями 5)2(,3)1(,2)0(  uuu . 

 

Решение. Применим метод динамического программирования.  

 

Здесь 3N .   

Прямой ход. 

1. 2k .  




))}3()2()2({min))2(),2(),2(( 21
5|)2(|

212 xuxtxxS
u

 

 

)}2(2)2(2{min))}2()2()2()2({min 1
5|)2(|

11
5|)2(|

uxxuux
uu




 

 

 

Отсюда оптимальное управление 5)2( ou . 
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2. 1k . Из предыдущего шага имеем: 

 

10)2(2))2(),2(),2(( 1212  xtxxS  

 

Разностное уравнение Беллмана будет иметь вид 

))1(),1(),1(( 211 txxS  

 




}10))1()1(2)1((2)1()1({min 211
3|)1(|

xuxux
u

 

}10)1(2)1(5)1(3{min 21
3|)1(|




xux
u

 

 

 

Отсюда оптимальное управление 3)1( ou . 

 

3. 0k . Имеем: 

 

25)1(2)1(3))1(),1(),1(( 21211  xxtxxS  

 

Тогда 

))0(),0(),0(( 210 txxS  

 




}25))0()0((2))0()0(2)0((3)0()0({min 1211
2|)0(|

uxxuxux
u

 

}25)0(9)0(3)0(6{min 21
2|)0(|




uxx
u

 

 

Отсюда оптимальное управление 

2)0( ou . 

 

Итак, минимальное значение функционала будет 

 
OQtxxS  37))0(),0(),0(( 210  
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Обратный ход. 

 

1. 0k . Имеем: 2)0( ou . Значения )0(),0( 21
OO xx  берем из 

начальных условий. Тогда из уравнений системы имеем 

 

3)0()0(2)0()1( 211  OOOO xuxx  

1)0()0()1( 12  OOO xux  

. 

 

2. 1k . 

3)1( ou  

10)1()1(2)1()2( 211  OOOO xuxx  

6)1()1()2( 12  OOO xux  

. 

 

3. 2k . 

5)2( ou  

26)2()2(2)2()3( 211  OOOO xuxx  

15)2()2()2( 12  OOO xux  

. 

 

Ответ: 

 

оптимальное управление 

2)0( ou ,  3)1( ou ,    5)2( ou . 

 

оптимальная траектория 

0)0(,1)0( 21  OO xx
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1)1(,3)1( 21  OO xx  

6)2(,10)2( 21  OO xx  

15)3(,26)3( 21  OO xx

  

Пример 5.2. Решить методом динамического программирования зада-

чу оптимального управления: 

 
1

2

0

( ) (1),J xu u dt x     якщо 

R.)(];1;0[];1;0[)(,  tuttxux  

 

Решение. 

Дискретизируем данную задачу, считая, что на временных интер-

валах h0, h1 та h2 система движется под влиянием управлений u0, u1, 

u2 соответственно. Причем имеют место равенства 

1 ; 0,2,k k k kx x u h k     где x0, x1, x2 – состояния системы. Записан-

ный в условии функционал примет вид: 
2

2
3

0

( )k k k k
k

J x u u h x


     

Используя метод динамического программирования, минимизи-

руем его по управлениям u0, u1 та u2. 

 

1) 1 2.k N    

 

Выпишем уравнения Беллмана. Учитывая, что 3 2 2 2 ,x x u h   по-

лучаем 

2

2
2 2 2 2 2 2 2 3( , ) min{( ) }

u
S x t x u u h x      

2

2
2 2 2 2 2 2 2 2min{ }

u
u h u x h x u h      

2

2
2 2 2 2 2 2min{ (1 ) }

u
u h u x h x     
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Эта функция выпуклая вниз по u2, поэтому минимум находится 

просто: 

 

2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( (1 ) ) 2 (1 ) (1 ) 0uu h u x h x u h x h x h        



 

2
2

1

2

x
u


 , 

 
2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

( 1) 1 ( 1)
( , ) (1 ) .

4 2 4

x x x h
S x t h x h x x

  
       

 

 

2) 2 1.k N    

 

Уравнение Беллмана для k=2 имеет вид 

 

1

2
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2( , ) min{( ) ( , )}

u
S x t x u u h S x t      

 

1

2
2 2

1 1 1 1 2

( 1)
min ( )

4u

x
x u u h x

  
      

  

  

 

1

2 2
2 2 1 2 1 2 1 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( 1) ( 1)
min

4 2 4u

h h h h x x h
u h h x u x u h u u
   

        
  

  

 

1

2 2
2 1 2 1 2 1 1 2
1 1 1 1 1 1 1

( 1) ( 1)
min

4 2 4u

h h h h x x h
u h u h h x x
      

                
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1

2 2
2 1 2 2 1 2
1 1 1 1 1

4 2 ( 1)
min (1 )

4 2 4u

h h h x h
u h u h x x
      

              

 

 

Поскольку 1 21, 1,h h  то 
2
1 2

1

4
0.

4

h h
h


  Поэтому функция в фи-

гурных скобках выпуклая вниз по u1, и ее минимум можно найти 

через производную. 
/

2 2
2 1 2 2 1 2
1 1 1 1 1

1

1 2 2
1 1 1 1

4 2 ( 1)
(1 )

4 2 4

4 2
2 (1 ) 0

4 2

h h h x h
u h u h x x

u

h h h
u h h x

     
              

    
       

   

 

 

 

1 2
1

1 2

( 1)(2 )

4

x h
u

h h

 



, 

 

 
2 2

1 2 1 2
1 1 1 12

1 2

( 1) (2 ) 4
( , )

4(4 )

x h h h
S x t h

h h

  
  


 

 
2

1 2 1 1 2 1 2
1

1 2

( 1)(2 ) (1 )(2 ) ( 1)

4 2 4

x h h x h x h
x

h h

    
    


 

 
2 2 2 2

1 2 1 1 2 1 2
1

1 2 1 2

( 1) (2 ) ( 1) (2 ) ( 1)

4 (4 ) 2 (4 ) 4

x h h x h x h
x

h h h h

    
    

 
 

 
2 2

1 2 1
1 2

1 2

( 1) (2 )

4 4

x h h
x h

h h

  
      
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22
2 2 1

1 1
1 2

(2 )
( 1)

4 4 (4 )

h hh
x x

h h

 
      

 

 

Положим        
22

2 1

1 2

(2 )
.

4 4 (4 )

h hh
A

h h


 


 

 

3) 3 0.k N    

 

0

2
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1( , ) min { ( ) ( , ) }

u
S x t x u u h S x t      

 

0

2 2
0 0 0 0 1 1min { ( ) ( 1) }

u
x u u h x x A        

 

 
0

2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0min { ( ) ( ( 1)) }

u
x u u h x u h u h x A           

 

0

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0min { 2 ( 1) ( 1) }

u
u h x h u x u h u h A Ah x u x A         

 

 
0

2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0min { ( ) ( (1 )(1 2 )) ( 1) }

u
u h h A u h x A x x A         

Если предположить, что 2
0 0 0,h h A   функция тоже будет вы-

пуклой вниз. 

 
0

/
2 2
0 0 0 0 0 0( ) (1 )(1 2 )

u
u h h A u h x A      

 
2

0 0 0 0 02 ( ) (1 )(1 2 ) 0u h h A h x A        

 

0
0

0

( 1)(1 2 )
.

1

x A
u

h A

 



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0 0 1 2, , ,x h h h  – заданные величины.  

 

Набор оптимальных управлений 0 1 2, ,u u u  и состояния системы 

1 2 3, ,x x x  определяются так: 

22
2 1

1 2

(2 )

4 4 (4 )

h hh
A

h h


 


; 

 

0
0 1 0 0 0

0

( 1)(1 2 )
; ;

1

x A
u x x h u

h A

 
  


 

 

1 2
1 2 1 1 1

1 2

( 1)(2 )
; ;

4

x h
u x x h u

h h

 
  


 

 

3 2 2 2.x x h u   

 

 

Задания для самостоятельной работы. 

 

5.3 Найти оптимальные управления и траекторию, на которых функ-

ционал  
3

1 2
0

( ( ) 2 ( )) (4)
i

Q x i u i x


    

 

достигает своего минимального значения для дискретной систе-

мы управления 

1 1 2

2 1 2

( 1) ( ) ( ) ( ),

( 1) ( ) 2 ( ) 2 ( )

x i x i x i u i

x i x i x i u i

   


   
 

 

с начальными условиями 1 2(0) 2, (0) 1x x   

 

і и ограничениями на управление  
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(0) 1, (1) 2, (2) 5, (3) 4u u u u    . 

 

 5.4 Найти оптимальные управления и траекторию, на которых 

функционал 
2

1 1
0

( ( ) ( )) (3)
i

Q x i u i x


    

 

достигает своего минимального значения для дискретной систе-

мы управления 

1 1 2

2 1

( 1) ( ) ( ) 2 ( ),

( 1) ( ) ( )

x i x i x i u i

x i x i u i

   


  
 

 

с начальными условиями 1 2(0) 9, (0) 19x x   

 

и ограничениями на управление (0) 3, (1) 1, (2) 4u u u   . 

 

5.5 Найти оптимальные управления и траекторию, на которых функ-

ционал  
2

1 2 1 2
0

( ( ) ( ) ( )) (3) (3)
i

Q x i x i u i x x


      

 

достигает своего минимального значения для дискретной систе-

мы управления 

 

1 1 2

2 1

( 1) 2 ( ) ( ) ( ),

( 1) ( ) ( )

x i x i x i u i

x i x i u i

   


  
 

 

с начальными условиями 1 2(0) 2, (0) 0x x   

 

и ограничениями на управление (0) 1, (1) 2, (2) 3u u u   . 
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5.6 Найти оптимальные управления и траекторию, на которых функ-

ционал 
3

1 2
0

( ( ) 2 ( )) (4)
i

Q x i u i x


    

 

достигает своего минимального значения для дискретной систе-

мы управления 

1 1 2

2 1 2

( 1) ( ) ( ) ( ),

( 1) ( ) 2 ( ) 2 ( )

x i x i x i u i

x i x i x i u i

   


   
 

 

с начальными условиями 1 2(0) 2, (0) 1x x   

 

и ограничениями на управление  

(0) 4, (1) 3, (2) 2, (3) 1u u u u    . 

 

 

 

Практические задания к теме 

«Метод динамического программирования 

для непрерывных систем управления» 

 

 

Пример 6.1. Найти оптимальные управления и траекторию, для ко-

торых функционал  

 
T

TxdttuuQ

0

22 ),()()(   

 

принимает свое минимальное значение для системы 

 

)()( tutx   
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с начальным условием 0)0( xx  . Здесь 0   – заданная постоянная 

величина, T  – заданное Tt 0 . 

Решение. Поскольку время фиксировано, то уравнение Беллмана 

в дифференциальной форме для этой задачи запишем в виде (+). 

Имеем 

)}(
),(

)({min
),( 2 tu

x

txS
tu

t

txS

u 







 , 

 

)(),( 2 TxTxS  . 

 

Отсюда 

0)}(
),(

)(
),(

{min 2 








tu

x

txS
tu

t

txS

u
 

 

Из необходимого условия минимума по управлению имеем 

0)(2
),(





tu

x

txS
 

 

Итак, найденное управления будет функцией от x , t  и будет 

иметь вид:  

x

txS
tu






),(

2

1
)(0  

 

Подставив это выражение в уравнение Беллмана 

0
),(),(

2

1),(

4

1),(
2




























x

txS

x

txS

x

txS

t

txS
, 

 

получим                     

0
),(

4

1),(
2



















x

txS

t

txS
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Получили нелинейное дифференциальное уравнение в частных 

производных. Решение этого уравнения – функцию ),( txS  – будем 

искать в виде полинома с неизвестными коэффициентами, которые 

зависят от времени t : 
2

210 )()()(),( xtcxtctctxS  . 

 

Подставим последнее выражение ),( txS  в уравнение Беллмана и 

в условие для ),( txS : 













22
210

2
21

2
210

)()()(

0))(2)((
4

1
)()()(

xxTcxTcTc

xtcxtcxtcxtctc



 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x получим 

систему нелинейных дифференциальных уравнений 



















0)()(

0)()()(

0)(
4

1
)(

2
22

211

2
10

tctc

tctctc

tctc

 

с условиями   















)(

0)(

0)(

2

1

0

Tc

Tc

Tc

. 

 

Отсюда, учитывая, что 0)(2
1 tc , находим  

0)(0 tc , 0)(1 tc , Tt 0 . 

 

Решим последнее уравнение системы: 

 

 0)(
)( 2

2
2 tc
dt

tdc
    dt

tc

tdc

)(

)(

2
2

2  
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 Ct
tc )(

1

2

  
Ct

tc



1

)(2  

 

где С  – постоянная интегрирования. 

 

Учитывая условие 



CT

Tc
1

)(2 , имеем  


T
C




1
. 

 

Итак,   
)(1

)(2
Tt

tc






. 

Таким образом,       
)(1

),(
2

Tt
txS







. 

 

Тогда функция управления 
)(1

0

Tt

x
u







, Tt 0  как 

функция координат системы, является решением задачи синтеза оп-

тимального управления. 

 

Далее подставим 0u  в систему: 

 





)(1

)(
Tt

x
tx




   




)(1 Tt

x

dt

dx




 

 







)(1

))(1(

Tt

Ttd

x

dx




  ))(1(lnln TtCx    

 

где С  – постоянная интегрирования.  
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Таким образом, траектория имеет вид ))(1( TtCx   . Неиз-

вестную константу определим из условия: 01)0( xTCx   . От-

сюда 
T

x
C




1

0 . 

 

Итак, оптимальная траектория будет выглядеть 

 

T

xTt
tx










1

))(1(
)( 00  

 

Тогда 
T

x
tu








1
)( 00  – оптимальное управление, Tt 0 .  

 

 

Пример 6.2. Найти оптимальные управления и траекторию, для кото-

рых функционал 

 
1

2
2

2

0

),1(
2

1
)(

2

1
)(

t

xdttuuQ  

где ]1,[ 0tt , для системы  









)()(

)()(

2

21

tutx

txtx




 

 

с начальным условием  









2002

1001

)(

)(

xtx

xtx
 

 

достигает своего минимального значения. 

Решение. Запишем уравнение Беллмана для функции ),( txS : 

)}(
),(

)(
),(

)(
2

1
{min

),(

2
2

1

2 tu
x

txS
tx

x

txS
tu

t

txS

u 












  
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При условии 

)1(
2

1
)1,,( 2

221 xxxS   

 

Из необходимого условия минимума имеем 

 

0)(
),(

2





tu

x

txS
 

 

Отсюда             
2

21
0 ),(

),,(
x

txS
txxu




   . 

 

Подставим это ),,( 21 txxuO  в уравнение Беллмана. Итак, для ре-

шения задачи надо найти функцию ),,( 21 txxS , что удовлетворяет 

уравнение 

0
),(

2

1),(),(
2

2
2

1


























x

txS
x

x

txS

t

txS
 

при условии, что )1(
2

1
),,( 2

221 xtxxS   

 

Функцию ),,( 21 txxS  будем искать в виде квадратичной формы: 

 
2
2221112

2
11121 )()(2)(),,( xtcxxtcxtctxxS   

 

Подставим это изображение функции ),,( 21 txxS  в уравнение и 

условие для функции ),,( 21 txxS  и для определения коэффициентов 

полинома получим систему дифференциальных уравнений 
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













0)(2)(2)(

0)()(2)()(

0)(2)(

2
221222

22121112

2
1211

tctctc

tctctctc

tctc

 

с условиями 



















2

1
)1(

0)1(

0)1(

22

12

11

c

c

c

. 

 

Выполнив необходимые вычисления, находим: 

0)()( 1211  tctc ;  
)2(2

1
)(22

t
tc


   , ]1,[ 0tt . 

 

Следовательно, в данном случае 

t

tx
txxS




2

)(

2

1
),,(

2
2

21 . 

 

Тогда 
2

)(
),,( 2

21
0




t

tx
txxu  

 
– решение задачи синтеза оптимально-

го управления. 

Таким образом, система управления будет иметь вид: 

 














2
)(

)()(

2
2

21

t

x
tx

txtx





 

 

Интегрируем систему 





22

2

t

dt

x

dx
    )2(lnln 2 tCx   )2(2  tCx  
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)(1 tx )2( tC ,  DtCttx  )2
2

1
()(1  

где D,C  – постоянные интегрирования. 

Из начальных условий найдем неизвестные постоянные интегри-

рования. 

100001 )2
2

1
()( xDtCttx   

 

20002 )2()( xtCtx   

 

Отсюда  

)2( 0

20




t

x
C , 

)2(

)2
2

1
(

0

0020

10





t

ttx

xD . 

 

Итак, оптимальная траектория системы будет иметь вид 

 




























)2(
2

)(

)2(

)2
2

1
(

)2
2

1
(

)2(
)(

0

20
2

0

0020

10
0

20
1

t
t

x
tx

t

ttx

xtt
t

x
tx

 

 

Тогда оптимальное управление 
2

),,(
0

20
21

0




t

x
txxu .    

 
 

 

Задания для самостоятельной работы. 

 

6.1. Найти оптимальные управления и траекторию, для которых 

функционал  
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 
T

TxdttuuQ

0

22 ),()()(  

принимает свое минимальное значение для системы 

)()( tutax
dt

dx
 , 

с начальным условием 0)0( xx  .   

 


