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Алғы сөз 
 

Білім беру саласы кредиттік оқыту жүйесіне көшкелі оқулықтар 
мен оқу құралдарының құрылымына да едəуір өзгерістер  ене 
бастады. Оқушының өз бетінше оқып, білім алуына қолайлы 
болуын көздеп, сонымен бірге оқытушының да жұмысына ыңғайлы 
болуы мақсатында  қазіргі оқулықтарда теориялық материалдармен 
бірге тəжірибелік сабақтардың материалдары, типтік есептерді 
орындау үлгілері, бақылау жұмысына арналған материалдар жəне 
т.б. қажетті материалдар беріледі. Біз де жоғары математиканың 
арнайы бөлімдерінің бірі – комплекс айнымалды функциялар 
теориясы мен амалдық қисап бөліміне арналған кітабымызды осы 
аталған құрылымда жаздық. Əрине, қазіргі уақытта интернет 
арқылы қажетті материалдарды тауып алу қиын іс емес. Бірақ та, 
біріншіден, ондағы іздеген материалдардың барлығы  дерлік шет 
тілінде немесе орыс тілінде ғана жазылған (қазақ тіліндегі 
материалдар жоқтың қасы), екіншіден, қағаз бетіндегі материал-  
дар – оқулықтар мен оқу құралдары  əлі де өзектілігін жойған жоқ.    

Біз бұл кітапты жазу барысында көптеген белгілі оқулықтардың  
(мысалы, [1]-[3]) теориялық материалдарын, жоғары оқу 
орындарының қазіргі кездегі оқу бағдарламаларына сəйкес, кейбір 
əдістемелік өгерістер енгізе отырып  пайдаландық. Сонымен бірге 
материалдың математикалық қатаңдығын сақтай отырып, оны 
оқушыға түсінікті, жеңіл тілмен жеткізуге тырыстық. Теорема-
лардың басым көпшілігінің дəлелдемелері келтірілген. Ал тəжіри-
белік сабақтарға немесе студенттердің өздік жұмысына арналған 
тапсырмаларды интернет арқылы іздеп тауып, пайдаландық  
(мысалы, [4]-[6]). 

Теорема дəлелдеуінің немесе мысалдарды шығарудың басталуы 
мен аяқталуын сəйкес  жəңе   белгілерімен  көрсетіп отырдық.  

Қазіргі кезде қазақша математикалық терминдер толық 
қалыптасып болмағандықтан, кітабымызда оқушының көңілінен 
шықпай жатқан терминдер бар болса, оларды бірігіп талқылауға 
дайынбыз. Біз қолданған математикалық терминдер 1999 ж. жəне 
2014ж. жарық көрген [7]-[8] сөздіктерден алынды.    
                                                                                           
 

 Автор                  
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§ 1. Комплекс сандар 
 

Комплекс сан деп теңдік түсінігі мен арифметикалық амалдар 
төмендегі 1)-4) ережелермен  анықталған, x yi  (немесе x iy ) 

түріндегі өрнекті айтады. Ықшамдылық үшін, комплекс санды бір 
əріппен белгілейді: ,z x yi   мұндағы x, y – нақты сандары z 

санының сəйкес нақты жəне жорамал бөліктері деп аталады жəне 
олар сəйкес x = Rez,   y = Imz арқылы белгіленеді (Re – лат. realis – 
нақты, Jm – лат. imaginaries – жорамал), ал i – жорамал бірлік сан 
деп аталады. Комплекс сандардың теңдігі мен оларға жасалатын 
арифметикалық амалдар келесі ережелер арқылы енгізілген: 

1)   а) 1 1 1z x iy   санының нақты бөлігі мен жорамал бөлігі 

2 2 2z x iy   санының сəйкес нақты бөлігі мен жорамал бөлігіне тең 

болса, олар өзара тең деп аталады  жəне 1 2z z  символымен 

белгіленеді: 1 2( )z z  1 2

1 2

,

;

x x
  

y y


  

                 

       б)   0 , 0 , 1 ;x i x    yi yi    i i       

2)    1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( );x iy x iy x x i y y        

3)   1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( );x iy x iy x x y y i x y x y       

4) 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

,
x iy x x y y y x x y

i
x iy x y x y

  
 

  
  2 2

2 2 0.x y   

 
Анықтама. z x iy   комплекс санының n рет көбейтіндісі 

осы санның n-ші дəрежесі деп аталады жəне  nnz x iy   

символымен белгіленеді:  
рет

...
nn

n

z z z z x iy      . 

Осы анықтаманы жəне 1-б) мен  3) шарттарды пайдалана 

отырып, 2i дəрежесін табайық 
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       2 1 1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1,i i i i i i i i i                    

яғни 2 1.i     Сонымен, жорамал бірлік сан  квадраты минус бірге 
тең комплекс сан екен.     

Назар аударыңыз!  Нақты сан – жорамал бөлігі нөлге тең 
комплекс сан (1- б) теңдіктерінің біріншісін қараңыз), олай болса, 
нақты сандар жиынымен салыстырғанда, комплекс сандар – кең 
жиын. Нақты сандар жиынында дискриминанты теріс квадрат 
теңдеудің түбірі болмайтыны белгілі, ал комплекс сандар 

жиынында олай емес, мысалы, 2 9 0,x    яғни 2 9x     теңдеуінің  

түбірлері 1 23 ,  3 ;x i x i    ал 2 2 5 0x x    теңдеуінің түбірлері: 

1 1 2 ,x i    2 1 2x i    (комплекс санның түбірі туралы төменде 

қарастырылады).  
2) мен 3) теңдіктерден нақты сандарды қосу жəне көбейту 

амалдарының барлық қасиеттері комплекс сандарға да қатысты 
орындалатынын, сонымен бірге комплекс сандарға жасалатын 

амалдар ( 2 1i   теңдігін ескере отырып) алгебралық өрнектерге 

жасалатын амалдар сияқты орындалатынын көруге болады.    
Мысалы,   

  2 3 5 2 2 ( 5) 2 2 ( 3) ( 5) ( 3) 2i i i i i i                 

                                      210 19 6 4 19 .i i i        

z x iy   саны z x iy   санына түйіндес деп аталады. 
2 2z z x y     теңдігінің орындалатынын көру қиын емес. 

Енді мына бір жайтқа назар аударыңыз! Комплекс сандарды 
бөлу үшін 4) ережені қолданып жатпастан, бөлшектің алымы мен 
бөлімін бөлгіштің түйіндесіне көбейтсе болғаны. Мысалы,   

2 5 (2 5 ) (4 3 ) 8 15 20 6 7 26 7 26
.

4 3 (4 3 ) (4 3 ) 16 9 25 25 25

i i i i i i
i

i i i

         
    

    
 

Əрбір z x iy   комплекс санына OXY жазықтығының (мұны 

комплекс сандар жазықтығы деп те атайды) ( , )M x y  нүктесін 
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жəне, керісінше, OXY жазықтығының əрбір ( , )x y  нүктесіне 

x iy комплекс санын сəйкес қоюға болады. Сондықтан z x iy   

комплекс санының OXY жазықтығындағы  геометриялық бейнесі –  

( , )M x y нүктесі немесе OM


 радиус-векторы (1-cурет).  

Алгебралық түрде жазылған комплекс сан деп x iy  өрнегін 

айтады. Комплекс сандарды тригонометриялық немесе 
көрсеткіштік түрде де жазуға болады. Ол үшін алдымен 
жазықтықтағы нүктенің орнын поляр координаттары деп аталатын 

,     сандарымен анықтауға болатынын көрсетейік. Жазықтықта 

полюс деп аталатын О нүктесін жəне осы нүктеден шығатын 
сəулені (оны поляр өсі деп атайды) таңдап алсақ, жазықтықтың 

əрбір М нүктесіне екі санды: OM кесіндісінің ұзындығына тең 

 санын (полярлық радиус) жəне поляр өсі мен OM сəулесінің 

арасындағы бұрышқа тең   санын (полярлық бұрыш) сəйкес қоюға 

болады (1-сурет).  

 
1-сурет 

 

Бұл  екі шама 0 ;         мəндеріне ие бола 

алады.   
Егер жазықтықта тік бұрышты декарт координаттар жүйесінің 

бас нүктесін О полюсімен, ОX өсінің оң бағытын поляр өсімен 

беттесетіндей етіп, ал ОY өсінің оң бағытын 
2

   бұрышына 

сəйкес келетіндей етіп алсақ, онда бұл екі жүйе координаттарының 
арасындағы байланыс келесі теңдіктермен өрнектеледі (2-cурет): 

O



M

 
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   cos ,x      sin ,y          2 2 .x y                            (1)       

     

 
2-cурет 

 
Ал бұл теңдіктерден келесi теңдiк шығады 

                              (cos sin ).z x iy i                                    (2)       

(2) теңдіктің оң жағындағы өрнек комплекс санның 
тригонометриялық түрі  деп аталады.   

2 2x y   санын z x iy   комплекс санының модулі деп 

атайды жəне оны z  арқылы белгілейді: 2 2 ;z x y   

 бұрышы (радиан өлшемінде) z комплекс санының аргументі 

деп аталады жəне Argz  арқылы белгіленеді. Оның мəндері 

 2 ,   2 ,   0,  1,  2,  ...k k k          аралықтарында жатады, ал 

мұндағы 0k   мəніне сəйкес алынған  ,     аралығындағы 

аргумент arg z  арқылы белгіленеді жəне ол аргументтің бас мəні  

деп аталады: arg .z          

Егер 0z   болса, онда 0 0, ал arg0 өрнегінің мағынасы жоқ. 

Ескерту! Аргументтің бас мəні arg z  – бірмəнді функция, ал 

Arg z   arg 2 ,z k   0, 1, 2,...k       – көп мəнді функция. Олай 

болса,  z-тің əрбір мəніне полярлық радиус ρ-ның жалғыз мəні 

y

x  X

Y
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мен полярлық бұрыш Arg z  -тің саны ақырсыз мəндері сəйкес 

келеді.   
Аргументтің бас мəнін келесі қатыстарды пайдаланып табуға 

болады: 

arctg , 0,

arg arctg , 0 0,

arctg , 0 0.

y
  x

x
y

z   x ,  y
x

y
  x< ,  y

x

 

    

  

 

Ал 0,  0;    0,  0x y x y     немесе  0,  0;       0,  0y x y x     

жағдайларында, комплекс санның аргументін оның геометриялық 

бейнесі арқылы табуға болады. Мысалы, arg 4
2

i


 , мұнда 

0, 0x   y  ;    arg( 2) ,   мұнда 0,y  2 0,x      т.с.с. 

Мысал.  Берілген комплекс санды тригонометриялық түрде 

жазу керек: 1 3 .i    

  Мұнда 1 0,    3 0x y      болғандықтан, 

3 2
arg( 1 3 ) 3 ,

1 3 3
 i arctg arctg

 
           


 

 ал   1 3 1 3 2.i      Олай болса,    

                    
2 2

1 3 2 cos sin .
3 3

i i
     
 

 
    

    Жоғарыдағы ескертуге сəйкес, келесі анықтаманы беруге 
болады. 

Анықтама.  Модульдері тең, ал аргументтері тең немесе 
олардың айырымы 2π-ге еселі комплекс сандар өзара тең:        

 1 2z z     1 2z z ,  1 2 2 ,Argz Argz k    0, 1, ...k      

( 1 2z z     1 2  ,  1 2 2 , 0, 1, 2, ....k   k            ). 
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Мысалы, 1 2 cos sin ,
3 3

z i
    

 
 2

17 17
2 cos sin

3 3
z i

     
 

 

сандары тең, өйткені 1 2 2,z z  ал 1 ,
3

Argz


 2

17

3
Argz

 
  жəне 

1 2

17
6 3 2 .

3 3
Argz Argz

  
         

Анықтама бойынша, 

             cos sin ,ie i      .                           (3) 

Бұл 2π периодты функция: ( 2 )i ie e   (көз жеткізіңіз) жəне 

келесі теңдіктер орындалады  

                      1 2 1 2 ,i i ie e e             
1

,i
i

e
e

 
                           (4) 

(тексеріңіз), ал бұл екі теңдіктен  
1

1 2

2

i
i

i

e
e

e


 


   теңдігі шығады.  

Ал (3), (4) теңдіктерден Муавр формуласын алуға болады: 

(cos sin ) cos sin .n ini e n i n                        (Муавр ф.) 

Назар аударыңыз! Кез келген [0;2 )   үшін 

2 2cos sin 1ie          теңдігі орындалатындықтан,  бұрышы 

[0;2 )  аралығында өзгергенде, iz e   нүктесі  радиусі 1-ге тең, 

центрі 0z   нүктеде болатын шеңберді сызады. 

(2), (3) теңдіктерден келесі теңдік шығады: 

                              ,iz e      0.                                           (5) 

Мұндағы ;z   ал arg 2 ,Argz z k      0, 1, 2,...k      

(5) теңдіктің оң жағындағы өрнек комплекс санның 
көрсеткіштік түрі деп аталады.  

Сонымен, комплекс санды үш түрде жазуға болады екен: 

(cos sin ) .iz x iy i e          
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Мысал. Комплекс санды көрсеткіштік түрде жазу керек:   

                а)1+i;   ə) i;   б)1;    в)1.   

 а) 1 2i    , 
1

arg(1 ) actg
1 4

i


      болғандықтан,    

         41 2 ;
i

i e


       

ə) 1,i    arg
2

i


       болғандықтан,  2 ;
i

i e


  

б) 1 1,    arg1 0,    демек, 01 ;ie   

в) 1 1,     arg( 1)      1 i e    .                

Ескерту. Жалпы жағдайда, кез келген комплекс айнымал 

z x iy   үшін ze функциясын келесі теңдікпен анықтайды:  

,z x iye e e    0.z    Бұдан (3) теңдікті ескеріп,                

             (cos sin )z xe e y i y                                    (6) 

аламыз. 

Сонымен бірге кез келген z комплекс саны үшін Эйлер 
формулалары деп аталатын келесі теңдіктер орындалады: 

    cos sin ,ize z i z      cos sin .ize z i z                  ( 3 ) 

Өз кезегінде, бұл екі теңдіктен келесі  формулалар шығады: 

                 cos ,
2

iz ize e
z


   sin .

2

iz ize e
z

i


                        (7) 

Кез келген 1
1 1

iz e    жəне 2
2 2

iz e   комплекс сандары үшін 

келесі теңдіктердің орындалатынын тексеру қиын емес: 

                        1 2 1 2( )
1 2 1 2 1 2 ;i i iz z e e e                                (*)           

                         
1

1 2

2

( )1 1 1

2 2 2

,
i

i
i

z e
e

z e


 



 
 
 

    2 0.z                       (**) 



11 
 

 Бұл теңдіктерден келесі ереже шығады. Комплекс сандарды 
көбейту үшін, олардың модульдерін көбейтіп, аргументтерін қосу 
керек; комплекс сандарды бөлу үшін, олардың модульдерін 
(бөлінгіштің модулін бөлгіштің модуліне) бөліп, аргументтерін 
(бөлінгіштің аргументінен бөлгіштің аргументін)  шегеру керек.  

Осы ережені пайдаланып, комплекс санның натурал 
дəрежесінің  формуласын жаза аламыз:  

  .
nn i n inz e e                                      (8) 

Мысал.  12( 1 3 )i    табу керек. 

 Берілген комплекс санды көрсеткіштік түрде жазып, (8) 
формуланы пайдаланамыз. Бұл санның модулі мен аргументінің бас 

мəні: 1 3 1 3 2;i        arg( 1 3 )i      

3 2
arctg

1 3 3

 
      


 тең болғандықтан, 12( 1 3 )i    

122 2
1212 12 83 32 2 2

i i ie e e
 

 
 

       
 

 

                        12 0 12 122 2 (cos0 sin 0) 2 .ie i                 

 
Келесі теңдіктердің орындалатынын тексерейік 

1 2 1 2 ;z z z z       1 2 1 2 ;z z z z        1 1

2 2

,
z z

z z

 
 

 
  2 0.z              (9)                

              (cos sin ) (cos sin )i ie i i e               

теңдігін ескерсек,  1 2 1 2( )
1 2 1 2 1 2

i i iz z e e e          1 2( )
1 2

ie      

1 2
1 2

i ie e       1 2
1 2 1 2

i ie e z z      аламыз. Бөлінді үшін де 

дəлелдеуі осындай, ал қосындыға қатысты теңдікті комплекс 

санның алгебралық түрі арқылы тексеруді оқушыға ұсынамыз.     
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Анықтама. iz e    комплекс санының n-ші дəрежелі түбірі 

деп п-ші дəрежесі  z-ке тең nw z  комплекс санды айтады. 

Осы iz e    комплекс санының n-ші дəрежелі түбірін табу 

формуласын шығарайық. Егер in z w re    болса, онда 

анықтамаға сəйкес, ( )n i n iw re z e      тең. Бұдан   

n i n ir e e      ,nr    θn =  + 2kπ,  0, 1,....k      

      ,nr       
2

,
k

n

 
   0, 1,....k    

Олай болса,  
2

,
k

iin n n nz e e
 

      0, 1,...k   .  Бұл өрнек 

0, 1, ..., 1k     n   үшін əртүрлі n мəнге ие болады да, ал 

, 1),k n  (n ...    жəне 1, 2,..., 1)k -(n    үшін ( ie  функциясының  

периоды2 ,   1, 2,...k k    шамасына тең болуына байланысты) 

бұл мəндер қайталанады. Сондықтан n z  түбірінің əртүрлі  n мəнін 

алсақ жеткілікті 

    
2

,
k

iin n n nz e e
 

         0,1,..., 1.k n               (10) 

Мұндағы n   шамасы z   нақты санының n-ші дəрежелі  

арифметикалық түбірі (келесі мысалды қараңыз). 

1-Мысал.    
0 2

4 04 4 41 1 1 ,
kiie e

 
      0,1,2,3.k   

                 0,k   0
0 cos0 sin 0 1;iw e i     

                           1,k   
2
4 2

1 cos sin
2 2

ii
w e e i i

  
     ; 

        2,k   
4
4

2 cos sin 1
i iw e e i


        ; 
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        3,k   
6 3
4 2

3

3 3
cos sin .

2 2

i i
w e e i i

   
       

Назар аударыңыз! Осы мысалдағы 
0 2

4 04 4 41 1 1
kiie e

 
        

теңдігінің сол жағындағы 4 1  өрнегінің (1 комплекс санының 

төртінші дəрежелі түбірінің) төрт мəні бар, ал оң жағындағы 4 1  

өрнегінің (1 нақты санының арифметикалық түбірінің) бір мəні бар!    

2-мысал.             
2

43 33 341 2 2 ,
k

ii
i e e

 


       0,1,2.k   

                  0,k   6 12
0 2 ;

i
w e


   

                 1,k   
2

4 9
6 6 63 12 4

1 2 2 2 .
i i i

w e e e

 
 

       

                 2,k   
17

6 12
2 2 .

i
w e


   
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§ 2. Комплекс айнымалды функция  
        

z x iy   жəне w u iv   комплекс сандарының сəйкес екі 

жазықтығы берілсін (3-сурет). 
 

                                                        
                                     

                                                                                        
                                           
                                             
                                                 
                                                3-сурет     
         

Егер əрбір z D  комплекс санына қандай да бір f  ережесі 

бойынша w G  саны сəйкес қойылса, онда D  жиынында D  

жиынын G  жиынының ішіне бейнелейтін бірмəнді функция берілді 

дейді жəне оны ( )w f z  арқылы белгілейді. 

      D  жиыны ( )f z функциясының анықталу жиыны (аймағы) деп 

аталады. Егер G  жиынының əрбір нүктесі ( )f z  функциясының 

мəні болса, онда G  осы функцияның мəндер жиыны немесе D  

жиынының f функция бойынша бейнесі деп аталады: ( ).G f D  

Бұл жағдайды f  функциясы D  жиынын G  жиынына бейнелейді 

дейді.   

       Мұнда ( ) ,w f z u iv    сонымен бірге u  мен v  айнымал-

дарының z x iy  , яғни  ,x y  нүктесіне тəуелділігін ескерсек, 

онда функцияны      ( ) , , ,     ,  f z u x y iv x y x y D    түрінде 

жазуға болатынын көреміз. Мұндағы    , ,  , ,u u x y v v x y    

 ,x y D   нақты мəнді функциялары f  функциясының сəйкес 

w G  
V

u 

O
x

y 

z D  

O 
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нақты жəне жорамал бөліктері:  , Re ( ),u x y f z  

 , Im ( ).v x y f z  

       Мысалы, 2w z дəрежелік функция үшін,  22z x iy    

2 2 2 ,x y i xy    яғни 2 2 2 2Re ,  Im 2 ;z x y z xy    

        zw e  –  көрсеткіштік  функциясы  үшін   yeew xz (cos   

,sincos)sin yieyeyi xx   (§ 1 (6) теңдікті қараңыз), яғни 

Re cos ,z xe e y  Im sin .z xe e y  Бұл функция нақты айнымалды 

көрсеткіштік функцияның қасиеттеріне ие: 1 2 1 2 ;z z z ze e e     

1

1 2

2
;

z
z z

z

e
e

e
    .

nz nze e  Сонымен бірге ол периоды 2T i  тең 

периодты функция: 2 .z i ze e   Шынында да,  
2 2z i x iy ie e      2x i ye     2i yxe e    

      cos 2 sin 2 cos sinx xe y i y e y i y        x iye e 

.x iy ze e   
      Енді тригонометриялық функцияларды қарастырайық (§1 (7) 

теңдіктерді қараңыз):  cos ,
2

iz ize e
z


   sin .

2

iz ize e
z

i


       

Бұл функциялардың көмегімен тангенс жəне котангенс 

функциялары анықталады:  
sin cos

, .
cos sin

z z
tgz    ctgz

z z
                   

Тригонометриялық функциялар үшін нақты тригонометриялық 
функциялардың барлық қасиеттері сақталады.  Мысалы, 

2 2cos sin 1;z z  2 2cos2 cos sin ;z z z   cos 2 cosz z   жəне 

т.с.с Шынында да, мысалы,

2 2

2 2cos sin
2 2

iz iz iz ize e e e
z z

i

     
      

   
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2 2 2 22 2 4
1.

4 4 4

i z iz iz i z i z iz iz i ze e e e e e e e      
     Қалғандары да 

осылай дəлелденеді (өз бетіңізше дəлелдеңіз).  
       Нақты айнымалды гиперболалық функцияларға ұқсас етіп 
комплекс айнымалды гиперболалық функцияларды анықтайық:   

c ,
2

z ze e
hz


 sin ,

2

z ze e
z

i


  

s c
, .

c

hz hz
thz   cthz

hz shz
   

Гиперболалық функциялар үшін де нақты айнымалды 
гиперболалық функциялардың қасиеттері сақталады. Мысалы, 

2 2

2 2c
2 2

z z z ze e e e
h z sh z

     
      

   
 

                                
2 2 2 22 2 4

1.
4 4

z z z z z z z ze e e e e e e e       
    

Тригонометриялық функциялар мен гиперболалық функциялар 
арасындағы байланыстар келесі формулалармен өрнектеледі: 

      cos , , sin , sin .iz chz    chiz cosz     iz i shz     shiz i z             (1) 

Бұл теңдіктердегі i жорамал бірлік сан нақты тригонометриялық 
функциялардағы минус «-» таңбасын елестетеді. Мысал ретінде 

бірінші теңдікті дəлелдейік: cos .
2 2

i iz i iz z ze e e e
iz chz

    
    

Қалғандары да осылай дəлелденеді (өз бетіңізше дəлелдеңіз).  
Мысал.          

 sin 2 sin 2 cos cos 2 sin sin 2 c 1 cos 2 s 1.i i i h i h          

Логарифмдік функцияw Lnz  – ол we z  көрсеткіштік 

функциясына кері функция. Оны анықтау үшін w u iv Lnz    
функциясының нақты жəне жорамал бөліктерін тапсақ болғаны. Ол 

үшін we z  теңдігін пайдаланамыз: 

 cos sin .u iv u iv ue e e e v i v z        Бұдан, екі комплекс санның 

теңдігінің анықтамасын пайдаланып, 
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,  arg 2ue z v Argz z k     аламыз. Бірінші теңдіктен lnu z  

шығады. Олай болса, кез келген 0z   сандары үшін 

   ln ln arg 2 ,   0, 1, 2,... .Lnz z i Argz z i z k k          (2)   

Бұдан, берілген z санына логарифмдік функцияның ақырсыз көп 

мəндері сəйкес келетінін көреміз. Бұлардың ішіндегі 0k  -ге 
сəйкес функцияны логарифмдік функцияның бас мəні деп атайды 

да, ln z арқылы белгілейді: ln ln arg .z z i z    

Мысалы,      1 ln 1 arg 1 2Ln i k              

               ln1 2 1 2 ,    i k i k k        бүтін сандар.    

Логарифмдік функцияның қасиеттері: 

                1
1 2 1 2 1 2

2

;     .  
z

Ln z z Lnz Lnz Ln Lnz Lnz
z

     

Бұны комплекс сандардың екі жиынының теңдігі деп түсіну 
керек. 

Мысалы, бірінші теңдікті дəлелдейік. 

Анықтама бойынша    1 2 1 2 1 2ln ,Ln z z z z iArg z z   бұдан 

1 2 1 2 1 2ln ln ln ln ,z z z z z z      1 2 1 2Arg z z Argz Argz   

қатыстары орындалатындықтан, жоғарыдағы бірінші теңдікті 
аламыз.  

Кез келген комплекс а саны мен z саны үшін .z z Lnaa e              
Мысалы, 

    2ln (ln1 arg 2 ) 2 ,   
ki i iArgi i i i ki iLnii e e e e k


           бүтін сандар. 

Кері тригонометриялық функциялар тригонометриялық 
функцияларға кері функция ретінде анықталады (мысалы, егер 

sinz w берілсе, онда sinw Arc z ). 

                        2sin 1 ;Arc z i Ln iz z                                (3) 
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                        2cos 1 ;Arc z i Ln z z                                (4) 

                       
1

;
2 1

i iz
Arctgz Ln

iz


  


                                        (5) 

                        
1

.
2 1

i z
Arcctgz Ln

z


 


                                          (6) 

Назар аударыңыз! Логарифмдік функция арқылы өрнектелген 
функциялар – көп мəнді болады. 

Мысалы, (3) теңдікті дəлелдейік (қалған теңдіктер де осылай 

дəледенеді): sin .
2

iw iwe e
z w

i


   Бұдан 2 0iw iwe iz e    немесе 

2 2 1 0iw iwe ize   аламыз. Бұл теңдеуді шеше отырып, (3) теңдікке 
келеміз. 

Мысал. 

   2cos1 1 1 1 1 ln1 1Arc i Ln i Ln i i Arg               

2 2 ,i i k k      k  бүтін сандар. 

Комплекс айнымалды функциялардың шегі жəне  үзіліссіздігі.  
Егер  

                                 
0 0

lim ( ) 0
z z

f z A
 

                                       (7) 

теңдігі орындалса, онда    ( ) , ,w f z u x y iv x y    функция-

сының 0z  нүктесінде A a ib   санына тең шегі бар дейді жəне 

оны 
0

lim ( )
z z

f z A


  деп жазады. 

Мұнда    2 2
( )f z A u a v b      теңдігін ескерсек, (7) 

теңдік    
0

2 2

0
lim 0

z z
u a v b

 
     түріне көшеді. Ал 

   0 0 0, ,    ,z x y z x y   деп алсақ, бұл теңдік келесі қос теңдікке 

парапар: 
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   

 
   

 
0 0 0 0, , , ,

lim , ,     lim , .
x y x y x y x y

u x y a v x y b
 

                  (8) 

Комплекс айнымалды ( )f z жəне ( )g z  функцияларының 

шектері үшін нақты мəнді функциялар шектерінің келесі  

қасиеттері сақталады:  егер 
0 0

lim ( ),   lim ( )
z z z z

f z g z
 

шектері бар болса, 

онда  
0

lim ( ) ( )
z z

f z g z


 ,   
0

lim ( ) ( )
z z

f z g z


,  
0

( )
lim

( )z z

f z

g z
 шектері де бар 

жəне келесі теңдіктер орындалады: 

                     
0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( );
z z z z z z

f z g z f z g z
  

    

                     
0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( );
z z z z z z

f z g z f z g z
  

  

                    0

0 0

0

lim ( )( )
lim ,      lim ( ) 0.

( ) lim ( )
z z

z z z z
z z

f zf z
g z

g z g z


 


   

Анықтама.  Егер 0z  нүктесінде жəне оның маңайында 

анықталған f  функциясы үшін 
0

0lim ( ) ( )
z z

f z f z


  теңдігі 

орындалса, онда    ( ) , ,w f z u x y iv x y   функциясы 0z  

нүктесінде үзіліссіз деп аталады. 

Мұндағы 
0

0lim ( ) ( )
z z

f z f z


  келесі қос теңдікке парапар 

   
   

0 0
0 0

, ,
lim , , ,

x y x y
u x y u x y


  

   
   

0 0
0 0

, ,
lim , ,

x y x y
u x y u x y


  болған-

дықтан, f  функциясының 0z  нүктеде үзіліссіздігі  ,u v  

функцияларының  0 0,x y нүктесіндегі үзіліссіздікке парапар. Ал 

жоғарыда арифметикалық амалдарға қатысты теңдіктерге сүйенсек, 

0z  нүктесінде үзіліссіз ( )f z  жəне ( )g z  функцияларының 

қосындысы, айырымы, көбейтіндісі жəне бөліндісі де осы нүктеде 
үзіліссіз болатынын көреміз.  
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§ 3. Комплекс айнымалды функцияның туындысы 
 

Аймақ деп байланысты ашық жиынды айтады (мысалы, Айдос 
Е.Ж. «Жоғары математика-3, «Бастау», 2015 ж.  9.1.1. п. қараңыз). 
Егер D аймақта жүргізілген кез келген үзіліссіз, өзімен-өзі 
қиылыспайтын, тұйық қисықпен шектеліп тұрған G аймағы 
толығымен D аймағында жатса, онда D аймағы бірбайланысты деп 
аталады. Бұл қасиетке ие емес аймақ көпбайланысты деп аталады. 

Мысалы, ашық шар – бір байланысты. Ал  5||2:  zzD  – 

аймағы (сақина) көпбайланысты (екібайланысты), өйткені аймақта 

жатқан L қисығы шектеп тұрған аймақ  5||2:  zzD  аймағында 

толығымен жатпайды (4-сурет). 
 

 
4-сурет 

Комплекс жазықтықтың D аймағында бірмəнді ( )w f z  

функциясы берілсін.  

( )f z  функциясының z D  нүктедегі туындысы деп 

z  аргумент өсімшесі нөлге кез келген тəсілмен ұмтылғандағы 

                         
0 0

( ) ( )
lim lim ( )
z z

w f z z f z
f z

z z   

     
 

               (1) 

түріндегі шекті айтады. 
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Мұндағы z  аргумент өсімшесінің нөлге ұмтылу тəсілдерінің 
саны – ақырсыз, бірақ сол жағдайдың барлығында (1) шек бар 
болуы керек. 

Бұл анықтамадан жəне комплекс айнымалды функцияның 
шегінің қасиеттерінен дифференциалдық есептеулердегі 
қосындының, айырымның, көбейтіндінің, бөліндінің, кері 
функцияның, күрделі функция туындыларының ережелері  
комплекс айнымалды функция үшін де сақталатынын айтуға 
болады.   

Теорема.    ( ) , ,w f z u x y iv x y    функциясы   

 ,z x iy x y D     нүктесінің маңайында анықталсын, сонымен 

бірге оның u  нақты жəне v  жорамал бөліктері  ,x y  нүктесінде 

дифференциалдансын. Онда ( )w f z  функцияның осы нүктеде 

туындысы бар болуы үшін келесі шарттардың орындалуы қажетті 
жəне жеткілікті: 

                           ,    .
u v v u

x y x y

   
  

   
                                       (2) 

 (2) теңдіктерді Коши-Риман немесе Даламбер-Эйлер шарттары 
деп атайды. Мұндағы ,u v  функцияларын D аймағында өзара 

түйіндес деп атайды. 

   Қажеттілігі. Функцияның туындысы z нүктесінде бар 

болсын: 
0 0

( ) ( )
( ) lim lim ,

z z

w f z z f z
f z

z z   

     
 

 мұндағы  

       , , , , .w u x x y x u x y i v x x y x v x y                    

Сонымен, z  аргумент өсімшесінің нөлге қандай тəсілмен 

ұмтылса да, шек ( )f z санына тең болсын. Мысалы, егер 

А) 0z x i x       болса, онда 0     0;z x       

Ал егер Б) 0z i y i y       болса, онда 0     0.z i y       
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А)  жағдайында 
0

( ) lim
z

w
f z

z 

  


 

       
0

, , , ,
lim
x

u x x y u x y v x x y v x y
i

x x 

      
     

 

 

       
0 0

, , , ,
lim lim
x x

u x x y u x y v x x y v x y
i

x x   

     
  

 
 

 

,
u v

i
x x

 
 
 

  ал Б) жағдайында 
0

( ) lim
z

w
f z

z 

  


 

       
0

, , , ,
lim
y

u x y y u x y v x y y v x y

i y y 

      
     

 

 

       
0 0

, , , ,
lim lim
y y

u x y y u x y v x y y v x y

i y y   

     
  

 
 

 

u v
i

y y

 
  

 
 аламыз. Алынған екі мəн өзара тең болуы керек 

болатындығын ескеріп, (2) теңдіктерге келеміз. 
 

Жеткіліктілігі.    , ,  ,u x y v x y функциялары  ,x y  нүкте-

сінде дифференциалдансын жəне (2) шарттар орындалсын. Онда 

,  u v  функцияларының  ,x y  нүктесіндегі өсімшелерін келесі 

түрлерде жазуға болады: 

     1, , ( ),  0,
u u

u u x x y x u x y x y
x y

   
            

 
 

    2, , ( ),   0,
v v

v v x x y x v x y x y
x y

   
            

 
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мұндағы, 2 2 ,z x y        ал 1 2( ),  ( )     шамалары 

0   ұмтылғанда 2 2z x y        ақырсыз кішкенеге  

салыстырғанда, реті жоғары ақырсыз кішкенелер:   

1 2

0 0

( ) ( )
lim 0,   lim 0.
 

   
  

     Сондықтан 
w u i v

z x i y

   
 

   
 

  1 2( ) ( )  0,  0i             

 

 
u u v v

x y i x y
x y x y

x i y z

 
    

              
   

 

 
u v v u

x y i x y
x x x x

x i y z

 
                  

   
 

       
0

1 .

u v
x i y y i x u vx x i

x i y z x x 

   
 

 
               

     
 

Мұндағы  
0

1





белгісі 0   ұмтылғанда ақырсыз кішкене 

функция. Сонымен, 
0

lim ,
z

w u v
i

z x x 

  
 

  
 яғни функцияның 

z нүктесінде ( )
u v

f z i
x x

   
 

 тең туындысы бар.          

Назарыңызға! Функцияның туындысын ( )
u v

f z i
x x

    
 

 

v v u u v u
i i i

y x x y y y

     
     
     

 түрлерінде де жазуға болады. 
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Теоремадан нақты айнымалды функцияның туындылары-    
ның формулалары комплекс айнымалды функция үшін де 

орындалатынын      көруге      болады.     Мысалы,       zezf )(  

 )sin(cos yiye x cos sin .x xe x ie y   

Мұндағы cos ,    sinx xu e y v e y   функциялары жазықтықтың кез 

келген нүктесінде дифференциалданады жəне cosxu
e y

x


 


 

,
v

y





  sin ,xu v
e y

y x

 
   

 
 яғни Коши-Риман шарттары 

орындалады.  Олай болса, 

 ( ) z u v
f z e i

x x

     
 

cos sin .x x ze x ie y e   

Анықтама. Егер D аймақта анықталған ( )w f z  функцияның 

осы аймақтың əрбір нүктесінде туындысы бар болса, онда ол D 
аймақта аналитикалық функция деп аталады.  

Мысалы, жоғарыдағы ( ) zf z e  функциясы – комплекс 

жазықтықта аналитикалық функция. 
         

Егер D аймақта екінші ретті үзіліссіз дербес туындылары бар 

( , )f x y  функциясы Лаплас теңдеуін: 
2 2

2 2
0

f f

x y

 
 

 
 қанағат-

тандырса, ол D аймағында гармониялық функция деп аталады. 

D аймағында аналитикалық    ( ) , ,w f z u x y iv x y     

функциясының нақты жəне жорамал бөліктері осы аймақта 
гармониялық функциялар болатынын көрсетейік. 

         Шынында да, ,    
u v v u

x y x y

   
  

   
  шарттарынан  
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2 2 2 2

2 2
,    ,

u v v u

x y x x y y

   
  

     
 ал бұдан 

2 2

2 2
0

u u

x y

 
 

 
 аламыз. Дəл 

осылай, 
2 2 2 2

2 2
,    ,

u v v u

x y y x y x

   
  

     
 ал бұдан 

2 2

2 2
0

v v

x y

 
 

 
  

аламыз.   

Бірақ     , ,  ,u x y v x y  қандай да бір аймақта гармониялық 

функциялар болғанымен,    , ,u x y iv x y  бұл аймақта 

аналитикалық функция болмауы мүмкін. Мысалы, 

   , ,   ,u x y x v x y y    – гармониялық функциялар, бірақ 

( ) ( )f z x i y z     - аналитикалық функция емес, өйткені  олар  

үшін Коши-Риман шарттары орындалмайды: 1,
u

x





 ал 1.

v

y


 


  

Егер аймақта қандай да бір гармониялық функция берілсе, 

 ,u x y немесе  ,v x y , онда екіншісін осы аймақта Коши-Риман 

шарттарын қанағаттандыратындай етіп таңдап алуға болады. Оны 
өзінің екі дербес туындысы арқылы немесе оның толық 
дифференциалы арқылы тұрақтыға дейінгі дəлдікпен анықтауға 
болады. Сондықтан аналитикалық функция нақты немесе жорамал 
бөлігі бойынша тұрақтыға дейінгі дəлдікпен анықталады. 

Мысал. Жорамал бөлігі 2 22 2v x y x    тең аналитикалық 

функцияны табу керек.  

  Берілген функция үшін Коши-Риман шарттарын жазайық:  

4 ,    4 1 .
u v v u

y x
x y x y

   
      

   
 Бірінші теңдіктен 

 , 4 4 ( )u x y ydx xy y      аламыз, мұндағы ( )y  – қазірше 

кез келген функция. Бұл функцияны анықтау үшін алынған теңдікті 
y бойынша дифференциалдап алып,  Коши-Риман шарттарының 
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екіншісін пайдаланамыз:  
 ,

4 ( ) 4 1.
u x y

x y x
y




     


 Бұдан 

( ) 1  y     ( )y y C     аламыз.  Табылған функцияның 

өрнегін орнына қоямыз:  , 4 .u x y xy y C     Олай болса,  

   2 2, ( , ) 4 2 2w u x y iv x y xy y C i x y x           

   2 2 22 2 2 .i x y ixy i x iy C iz iz C               

Назарыңызға! Берілген бір гармониялық функция бойынша 
аналитикалық функция құру туралы төменде, типтік есептер 
шығару үлгілерінде қарастырылады.   
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  § 4. Комплекс айнымалды функцияларды интегралдау 
         

      D аймағында анықталған    ( ) , ,w f z u x y iv x y    

функциясы берілсін. L D  басы – А нүктесі, ал соңы В нүктесі 

болатын тегіс қисық жəне ол ( ) ( ) ( ),   z z t x t iy t t       –

векторлық немесе оған парапар параметрлік:    

                          
( ),

    
( ),

x x t
t

y y t
 


  

                                        (1) 

теңдеулермен берілсін (5-сурет).    
 

 
                                              5-сурет 
 

Мұнда t   мəні – қисықтың  A z   нүктесіне, t   мəні           

қисықтың  B z   нүктесіне сəйкес келеді. Ал t  -дан t  –

ға дейінгі мəндерге ( t   ) сəйкес нүкте қисық бойымен, А-дан  

В нүктесіне қарай орын ауыстырады. Басқаша айтқанда,   L D  

қисығының бағыты t  параметрінің  -дан  -ге дейін өзгеруіне 

сəйкес келеді. 

   ( ) , ,w f z u x y iv x y    функциясының L D  қисығы 

бойынша интегралы келесі түрде анықталады: 
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     ( ) ( )
L L L L

f z dz u iv dx idy udx vdy i vdx udy            

   ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( )u x t y t x t v x t y t y t dt



       

               ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) .i v x t y t x t u x t y t y t dt




                    (2) 

Мұнда ( ) ( ) ( )z t x t iy t     жəне  ( ), ( ) ( ( ))u x t y t u z t  

болатынын ескеріп, (2) теңдікті қысқаша жазуға болады: 

                                ( ) ( ) ( ) .
L

f z dz f z t z t dt




                          (3) 

Сонымен, комплекс айнымалды функцияның интегралы – екі 
қисықсызықты интегралдардың қосындысы жəне оны есептеу жай 
интегралдарды есептеуге əкеледі екен. 

Жоғарыдағы интегралдар кез келген үзіліссіз ( )f z фунция 

жəне кез келген L тегіс қисығы үшін – бар (тегіс қисық ұғымын 
Айдос Е.Ж. «Жоғары математика-2», § 5.1 қараңыз, «Бастау», 2015).    

Мысал. Интегралды есептеу керек: ,
L

zdz  мұнда L  арқылы 

2y x  параболасының  0,0O  жəне  1,1A  нүктелерінің 

арасындағы бөлігі белгіленген.  

  Интегралдау қисығын 
2

,
:  

,   0 1

x x
L

y x x




  
 (мұнда x – 

параметр) түрінде жазуға болатындықтан: 

     
1

2

0

2
L L

zdz x iy dx idy x ix dx i xdx            

  
11 1 2 4 3

2 3 2

0 0 0

1
1 2 ( 2 ) 1 .

2 2 3 3

x x x
x ix i x dx x x ix dx i i           

шығады.   
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Комплекс айнымалды функциялардың интегралдарының 
қасиеттері. 

 

Егер L – құрақты тегіс қисығы 1 2, ,..., nL L L   бағытталған тегіс 

бөліктерден құралса, онда анықтама бойынша келесі теңдік 
орындалады: 

                                   
1

( ) ( ) .
k

n

kL L

f z dz f z dz


                      (4) 

1)   Қисықсызықты интегралдардың қасиеттеріне сүйеніп, 

келесі теңдікті алуға болады: ( ) ( ) ,
L L

f z dz f z dz


    мұнда L  

арқылы L  қисығымен беттесетін, бірақ бағыты L  қисығының 
бағытына қарама-қарсы қисық белгіленген. 

2)  ( ) ( ) ( ) ( ) ,
L L L

A f z B g z dz A f z dz B g z dz        

,A B  тұрақты сандар. 

3)  Егер z L  нүктелері үшін ( )f z M орындалса, онда 

         ( ) ,
L

f z dz Ml  мұндағы l   L  қисығының ұзындығы. 

      Шынында да, жай интегралдардың қасиеттері бойынша  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
L

f z dz f z t z t dt f z t z t dt
 

 

       

           2 2
( )  .M z t dt M x t y t dt Ml

 

 

           

              

1-мысал.  Егер L  центрі 0z нүктесінде, бағыты сағат тіліне 

қарсы бағытталған шеңбер болса, онда 
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0

2 .
L

dz
i

z z


                                                  (5) 

 Радиусін   деп белгілеп, аталған шеңбердің параметрлік 

теңдеуін жазайық:  0

0

cos ,
:

sin ,    0 2 ,

x x t
L

y y t t


 

  
     

   немесе 

     0 0: cos sin ,   0 2 .L x x i y y t i t t         Бұл теңдікті 

келесі түрде жазуға болады:   0:  ,    0 2 .itL z z e t      

Олай болса, 
2 2

0 0 0

2 .
it

it
L

dz ie dt
i dt i

z z ie

  


  
          

2-мысал. Егер L центрі 0z нүктесінде, бағыты сағат тіліне 

қарсы бағытталған шеңбер болса, онда 1n   бүтін сандары үшін 
келесі теңдік орындалады: 

                                0 0.
n

L

z z dz                                          (6) 

           
2 2

1 ( 1) 1 ( 1)
0

0 0

n n i n t n i n t

L

z z dz ie dt i e dt
 

           

2( 1)
1

0

0,
( 1)

i n t
n e

i
i n






 


 өйткені кез келген бүтін n саны үшін 

2( 1) 1.i ne         

1-теорема (Коши). Егер ( )f z бір байламды D аймағында 

аналитикалық функция болса, онда ( )f z  функциясының D 

аймағында жатқан кез келген тұйық   контур бойынша интегралы 

нөлге тең: ( ) 0.
L

f z dz   

  Теоерема шарты бойынша ( )f z u iv   функциясының 

нақты жəне жорамал бөліктері үзіліссіз дифференциалданады жəне 
олар үшін Коши-Риман шарттары орындалады:  
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                                ,    .
u v v u

x y x y

   
  

   
                                (7) 

 

Бұл теңдіктерден vdx udy  жəне udx vdy  қандай да бір 

функциялардың толық дифференциалдары болатыны шығады 
(Айдос Е.Ж. «Жоғары математика-3», «Бастау», 2015, § 10.3- 
теореманы қараңыз). Олай болса, бұл өрнектердің тұйық контур 
бойынша қисықсызықты интегралдары нөлге тең (бұл да сонда,          

§ 11.9 қараңыз):     ( ) 0.f z dz udx vdy i vdx udy
  

            

Мысалы, z жазықтығында  0,1, 2,... ,nz n   ,ze   0 ,za a    

sin ,   cos ,z z  s ,  chz hz  аналитикалық функциялар болғандықтан, 

теорема бойынша олардың кез келген тұйық құрақты-тегіс   
контур бойынша интегралдары нөлге тең:   

0,  0, ....n zz dz e dz
 

    

Коши теоремасынан келесі тұжырымдардар шығады: 

1-салдар. Егер ( )f z бір байламды D аймағында аналитикалық 

функция, ал DГ   – бастапқы жəне соңғы нүктелері сəйкес 1z  

жəне 2z  болатын  құрақты-тегіс қисық болса, онда ( )f z dz

  

интегралы Г қисығының пішініне емес, оның бастапқы жəне соңғы 
нүктелеріне  ғана тəуелді: 

2

1

( ) ( ) .
z

z

f z dz f z dz


   

2-салдар. Егер ( )f z бір байламды D аймағында аналитикалық 

функция, ал ( )Ô z оның осы аймақтағы қандай да бір алғашқы 

функциясы болса, онда кез келген 1 2,z z D  нүктелері үшін  
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                               
2

2

1

1

2 1( ) .
z

z

z
z

f z dz Ô z Ô z Ô z                 (8) 

Мысалы, 

22 3
2

1 1

8 1 7
.

3 3 3

z
z dz


    

2-теорема. D аймағы   контурымен шектелсін. Ал    оң 
бағытталған (  контурымен айналғанда, D аймағы сол жақта 

қалады) құрақты-тегіс күрделі контур болсын.   Онда D D    

тұйық аймақта аналитикалық ( )f z функцияның   контур бойынша 

интегралы нөлге тең:  ( ) 0.f z dz


  

  6-суретте D екібайланысты аймақ  оң бағытталған құрақты-

тегіс 1 2      контурмен шектелген. 

              

 
             6-сурет                                              7-сурет      
 

1  мен 2  контурларын, 7-суретте көрсетілгендей, тегіс   

бөлікпен қосамыз.  -ны қарама-қарсы екі тəсілмен бағыт-

таймыз: ,   .    Нəтижесінде бағытталған 2 1           

контурмен шектелген бірбайланысты жаңа 1D  аймағын аламыз. 1- 

теорема бойынша 
2 1   

( ) 0.f z dz
     

  Мұнда  
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( ) ( ) ( ) 0f z dz f z dz f z dz
      

      болатынын ескерсек,  

1 2  

( ) ( ) ( ) 0.f z dz f z dz f z dz
  

           

Салдар. Егер екі байланысты  D аймағын шектейтін   мен 1  

контурлардың екеуінің де бағыттары сағат тіліне қарсы болса (8-

сурет), онда 2-теорема шартын қанағаттандыратын ( )f z  

функциясы үшін келесі теңдік орындалады:  

                                 
1  

( ) ( ) .f z dz f z dz
 

                                 (9) 

 
                                          8-сурет 
 

(9) теңдіктен (5) жəне (6) теңдіктердегі центрі 0z нүктесі 

болатын L шеңбердің орнына ішінде 0z  нүкте жатқан, сағат тіліне 

қарсы бағытталған, кез келген тұйық құрақты-тегіс L  контурды 
алуға болатынын көреміз: 

                                      
0

2 ,
L

dz
i

z z





                                      ( 5 ) 

                                         0 0.
n

L

z z dz


                              (6 )  
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Ескерту. Салдардағы шарттарды қанағаттандыратын көп 

байламды D аймағын шектейтін контурлар , 1 , 2 ,..., n   болса  

( 9-сурет), онда келесі теңдік орындалады: 

                              
1  

( ) ( ) .
k

n

k

f z dz f z dz
 

                            9  

          
Назарыңызға!  Бұдан кейін тұйық құрақты-тегіс үзіліссіз 

контур деп жатпастан, ықшамдап «контур» дейміз. 
                                            

 
                                                     9-сурет 
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§ 5. Коши формуласы. Коши интегралы тектес интеграл 
 

( )f z  бір байламды тұйық D D L   аймағында анали-

тикалық функция болсын, мұндағы L – аймақтың оң, яғни сағат 
тіліне қарсы бағытталған, құрақты-тегіс шекарасы (10-сурет). 

Онда Коши формуласы орын алады:  

                                
0

0

1
,

2 L

f z dz
f z

i z z


                                 (1)       

 мұндағы 0z –  L контурдың ішіндегі кез келген нүкте. 

 
0

1

2 L

f z dz

i z z   Коши интегралы деп аталады. 

Бұл формула аналитикалық функцияның D аймағының L 
шекарасында анықталуы оның D аймағының кез келген ішкі 
нүктелеріндегі мəнін табуға мүмкіндік беретінін көрсетеді.  

 

 
10-сурет 

      

      
0

f z f z
z

z z






 функциясы – D D L   аймағының 

0z z  нүктесінен басқа нүктелерінде аналитикалық функция. 

0z z  нүктесін центр етіп алып, кез келген 0  радиуспен оң 

бағытталған D  шеңбер жүргіземіз (10-суретті қараңыз).  
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Онда §5 (9) теңдік бойынша 
L  

( ) ( ) z dz z dz


    аламыз. 

Мұндағы 
0 - =  

( ) ( ) 
z z

z dz z dz
 

   интегралы ρ-ға тəуелді 

емес.      
0

f z f z
z

z z






 теңдігінен    

0
0lim

z z
z f z


  шығады.  

Егер  z  функциясын 0z z  нүктесінде    0 0z f z   деп 

анықтасақ, онда ол D  тұйық аймақта үзіліссіз болады, сондықтан 

оның модулі шенелген    z M z D    . Шенелген функцияға   

§ 4 3-қасиетті қолданып, 
 

( ) 2z dz M


     аламыз. Жоғарыда 

айтқандай, 0  санын кез келген етіп алуға болады, ал 
 

( ) z dz


  

интегралы ρ-ға тəуелді емес болғандықтан, соңғы теңсіздіктен 

 

( ) 0,z dz


   ал бұдан 
 L 

( ) ( ) z dz z dz


     

   0

0

0
L

f z f z
dz

z z


 

  аламыз. Мұндағы соңғы теңдіктен, § 4 ( 5 ) 

теңдікті ескеріп, 
   0

0 0L L

f z dz f z dz

z z z z
 

     0
0L

dz
f z

z z


  

 02 ,i f z   яғни (1) теңдікті аламыз.         

            
Назарыңызға!  Егер 0z нүктесі L контурдың сыртында жатса, 

онда 
 

0

f z

z z
 функциясы D  тұйық аймақта аналитикалық функция 

болатындықтан, Коши интегралы нөлге тең: 
 

0

1
0.

2 L

f z dz

i z z


  
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Мысал. Есептеу керек: 
2

2

sin
,

4 3z

z
dz

z z    мұндағы  контур  оң 

бағытталған (11-сурет). 
 

                    
 
               
   
                                      -2                             2                                                        
 
 

 
11-сурет 

 
 

 Интеграл астындағы функциядан көрсетілген аймақта 
аналитикалық болатын функцияны бөліп алып, берілген интегралды 
Коши интегралына келтіреміз:  

  2
12 2 2

sin
sin sin sin3 2

4 3 3 1 1 3 zz z z

z
z z zzdz dz dz i

z z z z z z


  

    
       

 

sin1
2 sin1 .

2
i i 

            

Коши формуласы көп байламды аймақ үшін де орында-
латынын көрсетейік.  

     Мысалы,  D – оң бағытталған L шекарасы бар екі 

байланысты аймақ болсын,  ал L  сəйкес бағытталған екі 0L  жəне 

1L  тұйық контурлардан құралсын: 0 1L L L   (12-сурет). 

X
O

Y
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12-сурет 

 

z0 аймақтың кез келген нүктесі болсын. 0L  жəне 1L  

контурларды z0 нүктесі арқылы өтпейтін, 1L -ден 0L -ге қарай 

бағытталған,  құрақты-тегіс   қисығымен жалғаймыз. Сонымен 

бірге   қисығымен беттесетін, бірақ оған қарама-қарсы 

бағытталған    енгіземіз. Егер D аймағынан  -ны алып тастасақ, 

онда оның қалған бөлігі D  бір байламды аймақ болады, ал оның 

шекарасы – оң бағытталған 0 1L L L L             

контуры.  

( )f z функциясы D тұйық аймақта аналитикалық функция 

жəне 0z D  болғандықтан, бірбайламды аймақ үшін Коши 

теоремасын пайдаланып6 

         
0

0 0 0 0

1 1

2 2L L

f z dz f z dz f z dz f z dz
f z

i z z i z z z z z z  


 
          

   
 

0

1

2 L

f z dz

i z z


  аламыз, өйткені 
   

0 0

0.
f z dz f z dz

z z z z  

 
        

Енді Коши интегралы тектес интегралды қарастырайық.  
Егер  L – кез келген бағытталған құрақты-тегіс қисық (оның 

тұйық болуы міндетті емес), ( )z  осы L қисықта анықталған 
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үзіліссіз функция жəне нүкте L   болса, онда  Коши интегралы 

тектес интеграл деп келесі өрнекті айтады: 

                                     1
.

2 L

z dz
F

i z




 


                            (2) 

Бұл өрнек  L қисығынан тыс жатқан нүктелерде анықталған 

 0F z функциясын көрсетеді. 

Теорема. Коши интегралы тектес интеграл барлық L   

нүктелерде аналитикалық  F   функция болады. Бұл функцияның 

п ретті туындысы келесі формула бойынша есептеледі: 

                              
  1

!
,    1, 2,... .

2
n

n
L

z dzn
F n

i z




   
            (3) 

   Дəлелдеуін, мысалы, [1] кітаптан қарауға болады.   
 

Теоремадан келесі маңызды тұжырым шығады. 

Егер ( )w f z    D аймағында аналитикалық функция болса, 

онда оның осы аймақта кез келген п ретті туындысы бар. 

 Егер      D аймағындағы кез келген нүкте,    центрі 

 нүктесі болатын, D аймағында орналасқан дөңгелек, ал γ оның 

сағат тіліне қарама-қарсы бағытталған шекарасы (шеңбер) болса, 
онда келесі Коши формуласын жаза аламыз: 

    1
.

2

f z dz
f

i z


 


  Бұл  f   функциясының Коши 

интегралы  тектес интеграл арқылы өрнектелгенін көрсетеді ( ,L   

( ) ( )z f z  ). Онда жоғарыдағы теорема бойынша  f z  

функциясы ақырсыз рет дифференциалданады жəне  

                        
  1

!
,    1, 2,... .

2
n

n

f z dzn
f n

i z


   

             (4)    
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Аталған тұжырымнан комплекс айнымалды аналитикалық 
функция мен дифференциалданатын нақты айнымалды функцияның 
ерекшеліктерін айқын көреміз (нақты айнымалды функцияның 
бірінші ретті туындысы бар болуынан оның жоғарғы ретті 
туындыларының бар болуы шықпайды). 

 (4)  формуладан кейбір интегралдарды есептеуге қолайлы 
формуланы аламыз:   

                       
 

 
   1

2
,    1, 2,... .

!
n

n

f z dz i
f n

nz

 
   

               (5) 

          

Мысал. Есептеу керек: 
 22

1 1

.
1z

dz

z  
  

        

  Интеграл астындағы функцияны  (5) интеграл астындағы 

функция түріне келтіреміз: 
 

 
 

2

2 22
1 1 1 1

1

1

11z z

zdz
dz

zz   


 


   

 (5) формуланың
 2

1
( ) ,   1,  1

1
f z n

z
  


 жағдайы  =   

   2 3

1
1

2 1 2
 2

1! 1 1
z

z

i
i

z z

 




  
     

   
 

4
.

8 2

i i  
        
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§ 6. Комплекс мүшелі қатарлар туралы қысқаша мəліметтер 
            

Келесі қатарды қарастырамыз:  

                                             
0 0

.n n n
n n

z x iy
 

 

                           (1)       

Егер  lim nn
S S


  (мұнда 1 2 ...n nS z z z    )  ақырлы шегі бар 

болса, онда (1) қатар жинақты, ал S x iy   саны оның 

қосындысы деп аталады: 
0

.n
n

z S




    

Егер 
0 0

,    n n
n n

x y
 

 
  қатарлары жинақты болса, тек сонда ғана 

(1) қатар жинақты болады жəне 
0 0

,    .n n
n n

x x y y
 

 

            

Егер  

                                         
0

n
n

z



                                              (2) 

қатары жинақты болса, онда (1) қатар абсалют жинақты деп 
аталады.   (2) қатар мүшелері теріс емес нақты сандар қатары 
болғандықтан, оған қатарлардың жинақтылығының барлық 
белгілерін қолдануға болады.   

Абсалют жинақты қатар жинақталады. Шынында да, (2) 
қатардың жинақтылығының Коши белгісі бойынша,  

0  :N 1 2 ,n n n pz z z       ,  ,p n N   ал бұдан  

1 2 2 1 ... ,n n n p n n n pz z z z z z             ,  p n N   аламыз.  

Алынған тұжырым, Коши белгісі бойынша, (1) қатардың 
жинақтылығын көрсетеді.   

Комплекс жазықтықтағы Е  жиынында анықталған келесі 
функциялық қатарды қарастырайық: 
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0

( ),n
n

u z



      .z E                             (3) 

Бұл қатардың п-ші дербес қосындысы ( ),nS z  ал қосындысы 

( )S z  болсын. Егер 0  ( ) :  ( ) ( )nN N S z S z          

  n N z E     орындалса, онда (3) функциялық қатар ( )S z  

функциясына Е жиынында бірқалыпты жнақталады дейді. 
Нақты мүшелі қатарлар сияқты, мұнда да  Вейерштрасс белгісі 

орын алады: егер  ( ) ,   0,1, 2,... n nz E u z c n     жəне 
0

n
n

c



  

сандық қатары жинақты болса, онда (3) функциялық қатар Е 
жиынында бірқалыпты жəне абсолют жинақты. 

Функциялық қатардың мүшелері қандай да бір қисық бойында 
үзіліссіз, ал қатар осы қисық бойында бірқалыпты жинақты болса, 
онда: 1) қатардың қосындысы осы қисық бойында үзіліссіз болады;  
2) қатарды осы қисық бойынша мүшелеп интегралдауға болады 
жəне мүшелеп интегралданған қатар осы қисық бойында 
бірқалыпты жинақталады. 

Теорема (Вейерштрасс). Егер бір байламды  D аймақта 

( ),   0,1,2,...nu z n   аналитикалық функциялар болып, осы аймақта 

(3) функциялық қатар бірқалыпты жинақты болса, онда оның 
қосындысы да D аймақта аналитикалық функция болады. Сонымен 

бірге D аймақтың шекарасында ( ),   0,1,2,...nu z n   үзіліссіз болса, 

онда (3) функциялық қатарды ақырсыз рет мүшелеп 
дифференциалдауға болады. 

Коэффициенттері комплекс сандар болатын дəрежелік қатар 
берілсін:  

                                       
0

.n
n

n

a z



                                                (4) 

Дəрежелік қатарлар теориясында негізгі теорема деп аталатын 
келесі тұжырымның маңызы үлкен: 
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Теорема. 
0

n
n

n

a z



  – дəрежелік қатары z R  – ашық 

дөңгелекте абсолют жинақты, ал z R  аймағында жинақсыз 

болатын 0 R   саны табылады. 

R  дəрежелік қатардың жинақталу радиусы деп аталады жəне 
оны табу формуласы нақты мүшелі дəрежелік қатарлардың 
жинақталу радиусының формуласындай: 

                          
1

lim
n n

n

R
a

    немесе 
1

lim n

n
n

a
R

a


  

(егер аталған шектер жоқ болса, онда олардың орнына жоғарғы шек 
алынады). 

Дəрежелік қатарлар теориясы, əдетте, Абель теоремасынан 
бастау алады. 

Теорема (Абель).   
0

n
n

n

a z



  – дəрежелік қатар z q R    

тұйық дөңгелекте абсолют жəне бірқалыпты жинақты. 

 q   дəрежелік қатар жинақталатын ашық дөңгелекте жатқан 

нақты сан болғандықтан, алдыңғы теорема бойынша, (4) дəрежелік 
қатар q  нүктесінде абсолют жинақты:  

0

.n
n

n

a q




   Сонымен бірге Абель теоремасының шарты бойынша 

,   0,1,2,...n n
n na z a q n  , ал бұл теңсіздіктің оң жағы z-ке 

тəуелсіз жəне олардан құралған қатар жинақты болғандықтан, 

Вейерштасс белгісі бойынша (4) дəрежелік қатар z q R   тұйық 

дөңгелекте абсолют жəне бірқалыпты жинақты.    

0

( ) n
n

n

f z a z




 - дəрежелік қатар  z q R   тұйық дөңгелекте 

бірқалыпты жинақталатындықтан ( q  кез келген сан: q R ), 
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қатардың ( )f z – қосындысы z R  ашық дөңгелекте үзіліссіз 

функция болады. Бұл функцияның   ( ),nf z  яғни реті кез келген 

туындысын (4) қатарды осы дөңгелекте мүшелеп дифференциалдау 
арқылы алуға болады. Мүшелеп дифференциалдап (немесе 
мүшелеп интегралдап) алынған дəрежелік қатарлардың жинақталу 
радиусы берілген (4) дəрежелік қатардың жинақталу радиусына тең. 

Олай болса, дəрежелік қатардың қосындысы z R  ашық 

дөңгелекте аналитикалық функция болады. 
Ескерту. (4) дəрежелік қатардың жинақталу жиыны – центрі 0 

нүктесі, ал радиусі R -ге тең дөңгелек болса, келесі дəрежелік 
қатардың: 

                                 0
0

n

n
n

a z z




                                               (5) 

жинақталу жиыны – центрі 0z  нүктесі, ал радиусі R -ге тең 

дөңгелек: 0z z R   (дөңгелек шеңберінің бойындағы нүктелер 

қарастырылмайды). Бұл дəрежелік қатарды 0z z    айнымал 

ауыстыруы арқылы (4) дəрежелік қатар  

түріне келтіруге болады: 
0

.n
n

n

a 



  
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§ 7. Тейлор қатары  
(Тейлор Брук – (1685-1731) ағылшын математигі) 

 

Жинақталу радиусы 0R   тең дəрежелік қатарды қарас-
тырайық: 

                  0 0
0

( ) ,      .
n

n
n

S z a z z z z R




                      (1) 

 
Дəрежелік қатарды (жинақталу радиусын сақтай отырып) 

ақырсыз рет мүшелеп дифференциалдауға болатынын ескеріп,  
     1 0( ) ! 1 ... 2k

k kS z a k a k z z           

        2

2 02 ...3 ...ka k z z        аламыз. Бұдан 0z z  үшін 

 
0( ) !,k

kS z a k   ал бұдан 
 

0( )
,    0,1̀ , 2,...

!

k

k

S z
a k

k
   аламыз.  

Демек, дəрежелік қатар өзінің қосындысының Тейлор қатары  

екен:  
 

 0
0 0

0

( )
( ) ,      .

!

n
n

n

S z
S z z z z z R

n





     

Егер §5  (4)  формуланы:      
  1

!
,    1, 2,... .

2
n

n

f z dzn
f n

i z


   

  

0z  нүктесі үшін аналитикалық ( )S z  функциясына арнап жазсақ: 

     
 0 1

0

!
,    1, 2,....

2
n

n

S z dzn
S z n

i z z  
  (мұндағы    дəрежелік 

қатардың жинақталу аймағында жатқан, сағат тіліне қарсы 

бағытталған, 0z  нүктесін қамтитын кез келген  контур).  Ендеше:                      

         

   
   

 
0

1

0

( ) 1
,    1, 2,... .

! 2

k

k k

S z dzS z
a k

k i z z   
                    (2)  
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Теорема. 0z z R   дөңгелекте аналитикалық ( )f z  

функциясы  0z z  айырымының дəрежелері бойынша (осы 

функцияның өзіне жинақталатын) Тейлор қатарына жіктеледі:  

 0
0

( ) ,
k

k
k

f z a z z




   
   

 
0

1

0

( ) 1
,    1, 2,...

! 2

k

k k

f z dzf z
a k

k i z z   
 . (3) 

 (3) теңдік функцияның 0z  нүкте маңайында Тейлор қатарына 

жіктелуі деп аталады. 

 0z z R   дөңгелектің ішінен кез келген z нүктесін алып, 

осы нүкте ішінде қалатындай етіп, центрі 0z , радиусы R  тең, 

оң бағытталған L шеңберін сызамыз (13-сурет).  
 

      
13-сурет 

 

Онда ( )f z  функциясы L контурында жəне оның ішінде 

аналитикалық функция болатындықтан, Коши теоремасы 

бойынша    1

2 L

f d
f z

i z

 
 


  теңдігін жаза аламыз. Интеграл 

астындағы 
1

z 
 бөлшегін келесі түрде жазуға болады:  
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00

0

1 1 1
.

1
z zz z

z
 



 
  


                                (4) 

Мұндағы ,L   ал z  нүктесі L  шеңбердің ішінде 

жататындықтан, 00

0

1.
z zz z

z 


 


 Олай болса, 
0

0

1

1
z z

z





 өрнегін 

геометриялық прогрессияның қосындысы ретінде алуға болады: 
2

0 0

0 0 0

0

1
1 ... .

1

z z z z
z z z z

z
 



  
       



 Бұл өрнекті (4) теңдікке 

қойып, келесі қатарды аламыз: 

                            
 

2

00
32

0 0 0

1 1
... 

( )

z zz z

z z z z   


   

   
              (5) 

Жоғарыда, 0

0

z z

z



 өрнегінің бірден кіші болатынын көрдік 

жəне ол  L   нүктесіне тəуелді емес. Сондықтан (5) қатар кез 

келген L   жəне тұрақты z  үшін бірқалыпты жинақты болады.  

(5) теңдікті  
2

f

i




 бөлшегіне көбейтіп алып (одан қатардың 

бірқалыпты жинақтылығы өзгермейді), L   қисығы бойынша 
интегралдасақ,  

       
 

0
2

0 0

1 1
...

2 2 2L L L

f d f d f dz z
f z

i z i z i z

     
     


   

      теңдігі 

шығады. Мұнда 
   

 
0

1

0

( ) 1
,    1, 2,...

! 2

k

k k

f z dzf z
a k

k i z z   
  деп 

белгілеу арқылы алынған   0
0

( )
k

k
k

f z a z z




   дəрежелік қатар 
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0z z R   дөңгелекте аналитикалық ( )f z  функциясының Тейлор 

қатары болады.         
Нақты айнымалды функциялар  сияқты (3) формулалардан 

элементар функциялардың z  дəрежесі бойынша Тейлор қатарына 
жіктелулерін жазуға болады: 
 

2 3

0

1
1 ...

! 2! 3!
z n

n

z z
e z z

n





        ,               ;z                  (А)   

 

 
3 5 7

2 1

0

1
sin 1 ...

(2 1)! 3! 5! 7!
n n

n

z z z
z z z

n






       
 , ;z     (Ə) 

 

 
2 4 8

2

0

1
cos 1 1 ...

(2 )! 2! 4! 8!
n n

n

z z z
z z

n





        ,     ;z        (Б) 

          
2 3 4

1

1

1
ln 1 1 ...,

2 3 4
n n

n

z z z
z z z

n






           1;z     (В) 

Бұл – логарифмнің бас мəнінің z  дəрежесі бойынша Тейлор 

қатарына жіктелуі. Ал егер көпмəнді   n 1L z функциясының 

басқа мəндері үшін Тейлор қатарын алу керек болса, онда бұл 

қатарға 2 ,   1,  2,...n i n     сандарын қосу керек: 

                    1

1

1
n 1 1 2 ;

n n

n

L z z n i
n








                                 (Г) 

 

     
1

1 ... 1
1 1

!
n

n

n
z z

n
   



    
      

    
    2 31 1 2

1 ...,
2! 3!

z z z
    


  

       1;z         (Ғ) 

Егер мұнда, мысалы, 1    болса, онда  
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     2

0

1
1 ... 1 ... 1 ,

1
n nn n

n

z z z z
z





        
      1;z         (Д) 

Назар аударыңыз!  (Д) теңдігінің сол жағындағы функция – 
бірінші мүшесі 1, ал еселігі – z  тең ақырсыз кемімелі геометриялық 
прогрессияның қосындысы.        

1-мысал. 
2

4
( )

2 3

z
f z

z z


 
 функциясын  0 0z   нүктенің 

маңайында Тейлор қатарына жіктеу керек. 
  Бөлшекті қарапайым бөлшектердің қосындысына 

келтіреміз: 
2

4 1 1
3 .

2 3 1 3

z

z z z z
  

   
 Бірінші, 

1

1z 
 бөлшектің 

жіктелуі (Д)  болғандықтан, екінші, 
1

3
3z




 бөлшегін  Тейлор 

қатарына жіктесек болғаны. Ол үшін бұл бөлшекті (Д) теңдігінің 
сол жағындағы функция түріне келтіріп алып, содан соң z  орнына 

3

z
  өрнегін қоямыз:   

 
0

1 1 1
3 3 1

3 3 31
3

n
n

n

z
zz z





                   
 

  

 2

0 0

1 .
3 3

n n
n

n n
n n

z z 

 

        

Олай болса,  2

4 1 1
3

2 3 1 3

z

z z z z
   

   
 

                 
0 0 1

1
 1   1 .

3 3

n
n nn n

n n
n n n

z
z z

  

  

        
     

Берілген функцияның 1z    мен 3z   ерекше нүктелерінің 

0 0z   нүктесіне жақын орналасқаны 1z    болғандықтан, 

алынған қатардың жинақталу дөңгелігі  1z   болады.        
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2-мысал. 
1

( )
1 2

f z
z




 функциясын  2z   айырымының 

дəрежесі бойынша Тейлор қатарына жіктеу керек. 

 Берілген функцияны (Д) теңдігінің сол жағындағы функция 
түріне келтіреміз:  

            
     

1 1 1 1 1
.

21 2 1 2 2 2 3 2 2 3 1 2
3

z z z z
   

         
 

Мұнда (Д) жіктеліміндегі z  орнында  2
2

3
z  тұрғандықтан,  

 
   

0

1 1 1 1 2
1 2

21 2 3 3 31 2
3

n
n

n

z
z z





              
  

     2

0 0

1 2 1 2
1 2 2 .

3 3 3 3

n n
n n n

n n

z z
 

 

                
     

Бұл қатар  2
2 1,

3
z    немесе 3

2
2

z    шарты орындалса, 

жинақты болады, яғни қатардың жинақталу радиусы 3

2
R   тең.    
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§ 8. Лоран қатары 
(Пьер Лоран (1813-1854) – француз математигі) 

  

                    
 0

1 1 0

1k

k k k
k k

a z z a
z z

 


 

  


                            (1) 

түріндегі қатардан 
0

1

z z



 айнымал ауыстыруы арқылы келесі  

дəрежелік қатарды аламыз:
1

.k
k

k

a 



  Алынған дəрежелік қатар 

R   ( R – жинақталу радиусы)  дөңгелекте абсолют жинақты, ал 

q R     ( q – кез келген сан) тұйық дөңгелекте бірқалыпты 

жинақты болғандықтан, (1) қатар 
0

1
R

z z



 немесе 0

1
z z

R
   

нүктелерде абсолют жинақты да, ал 
0

1
q R

z z
 


  немесе 

0

1 1
z z

q R
    нүктелерінде бірқалыпты жинақты болады.  

Енді  

                           0

n

n
n

a z z




                                                  (2) 

түріндегі қатарды қарастырамыз. Бұл қатар келесі екі қатардың: 

                              0
0

n

n
n

a z z




                                                 (3) 

жəне  

                 0 0
1 1

n m

n m
n m

a z z n m a z z
 




 

                       (4)  

қосындысы ретінде алынады, сонымен бірге (3) жəне (4) қатарлар 
жинақты болса,  тек сонда ғана (2) қатар жинақты. Сондықтан (3) 
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қатар 
0z z R   дөңгелекте, ал (4) қатар 

0z z r   жиынында 

жинақты болатындықтан, (2) қатар 
0 ,    ,r z z R r R     сақинада 

жинақты болады. 
Осы сияқты, 

1 0 2 ,    ,r q z z q R r R       тұйық сақинада (2) 

қатар бірқалыпты жинақты болады. 

Назар аударыңыз! Егер мұнда r R  болса, онда (2) қатар 
жинақты болатын нүкте жоқ. 

Енді ( )f z  функциясының 
0r z z R    сақинада Лорандық 

жіктелуі немесе ( )f z  функциясының  0z z  дəрежесі 

бойынша Лоран қатары деп аталатын қатарды қарастырайық 
(төмендегі (5),  (6) қараңыз). 

Теорема.  Берілген 
0r z z R    (мұнда 0 r R    ) 

сақинада аналитикалық болатын кез келген ( )f z  функцияны осы 

сақинада жинақталатын  

                      0( ) ,
n

n
n

f z c z z




                                       (5)      

мұнда               

                
  1

0

1
,    0, 1, 2,...

2n n

f d
c n

i z

 
     

                          (6) 

 (  – сағат тіліне қарама-қарсы бағытталған, кез келген 

0 ,   z r R       шеңбері)   түріндегі қатармен бірмəнді  

өрнектеуге болады. 

   Сағат тіліне қарсы бағытталған радиустары rжəне R  тен,   
r r R R      болатын с жəне С шеңберлерін саламыз (14-сурет).  
      

Теорема шарты бойынша, ( )f z  функциясы с жəне С 
шеңберлерінің арасындағы сақинада жəне осы шеңберлерде 
аналитикалық функция болады. Сондықтан күрделі контурларға 
арналған Коши теоремасы бойынша келесі теңдік орындалады: 
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14-сурет 

 
 

   1 1
( )

2 2C c

f d f d
f z

i z i z

   
   



 
      немесе  

               1 1
( ) ,

2 2C c

f d f d
f z

i z i z

   
   

 
                                   (7) 

мұндағы z нүкте с жəне С шеңберлерінің арасында жатыр. Бірінші 
интегралда   нүктесі С шеңберінің нүктесі болғандықтан,  

00

0

1,
z zz z

z R


 


 олай болса,  

 

 
 

00
1

0 00 00 0
0

0

1 1 1
,

1

n n

n
n n

z zz z

z z zz z z
z

z

   


 


 

 
           

         (8) 

жəне бұның оң жағындағы қатар барлық C   нүктелерінде 
бірқалыпты жинақты ( z – бекітілген нүкте) болады. Ал екінші 
интегралда   нүкте с шеңберінің нүктесі болғандықтан, 

0

0 0

1,
z r

z z z z

 
 

 
 олай болса,  

           

 

 
 

0
1

00 0
0

0

1 1
,

1

n

n
n

z

z z z z
z z

z z


 







  

      

                           (9)       
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жəне бұның оң жағындағы қатар барлық c   нүктелерінде 
бірқалыпты жинақты ( z – бекітілген нүкте) болады.  Осы (8) бен (9) 
қатарларды (7)-ге қойып, одан соң мүшелеп интегралдап, 

   
 

   
 

0 0
1 1

0 00 0

1 1
( )

2 2

n n

n n
n nC c

z z z
f z f d f d

i iz z z


   

 

 

 
 

 
    

 
    

 
 

   
 

  1

0 01
0 00 0

1 1

2 2

1

n n

n n
n nC c

f d f d
z z z z

i iz z

n k

   
  

 
 

 
 

     
 

   

  
 

  
 

 
   

 
 0 01 1

0 10 0

1 1

2 2
n k

n k
n kC c

f d f d
z z z z

i iz z

   
  

 


  
 

     
 

    

аламыз. Мұндағы 
 

  1

0

n

f

z



 
 кез келген п  үшін сақинада 

аналитикалық функция болғандықтан, Коши теоремасы бойынша, С 
мен с  контурларының орнына сағат тіліне қарама-қарсы 
бағытталған кез келген 

0: ,   z r R        шеңберді алуға 

болады. Сондықтан соңғы теңдіктен (5) шығады жəне nc  

коэффициенттер (6) формуламен есептеледі, яғни олар жалғыз, 
бұдан басқа түрі жоқ.                                                                  

Лоран қатарының бірінші   0
0

n

n
n

c z z




  бөлігі 
0z z R   

дөңгелекте аналитикалық 
1( )f z функциясына жинақталады. Ол 

Лоран қатарының дұрыс бөлігі деп аталады.       

Лоран қатарының екінші   0
1

n

n
n

c z z







  бөлігі 
0z z r   

нүктелерінде аналитикалық
2 ( )f z  функциясына жинақталады. Ол 

Лоран қатарының басты бөлігі деп аталады. Ал 
0r z z R    

сақинасының ішінде 
1( )f z  жəне 

2 ( )f z  функцияларының екеуі де, 
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олай болса, 
1 2( ) ( ) ( )f z f z f z   функциясы да аналитикалық 

функция болады. 
Ескерту.  Қандай да бір аналитикалық функцияны Лоран 

қатарына жіктеу үшін,  көп жағдайларда ,    0, 1, 2,...nc n     

коэффициенттерді (6) формула емес, жасанды əдістер арқылы 
тікелей алуға болады. Оны мысалдар арқылы көрсетейік. 
           

1-мысал.  Функцияны z дəрежесі бойынша ( 0 0z  )  

Лоран қатарына жіктеу керек: 
2

2 1
( ) .

2

z
f z

z z




 
  

 Функцияны қарапайым бөлшектер қосындысына жіктейміз: 

2

2 1 1 1
( ) .

2 2 1

z
f z

z z z z


  

   
 Функцияның үш «сақина ішінде»: 1) 

1;z    2) 1 2;z    3) 2z   аналитикалық функция болатынын 

ескеріп, осы үш жағдайды қарастырамыз. 

1)  1z   болсын. Онда  1
1

2 2

z
   орындалатындықтан,  § 7-

дегі  (Д) формуласы бойынша  

 
0

1 1 1 1
1

2 2 2 21
2

n
n

n

z
zz





         
  

 
1

0

1

2

n

n
n

n

z






  аламыз. Бұл 

қатардың жинақталу аймағы 1,
2

z
  яғни 2;z   

Тағы да § 7. (Д)  формула бойынша 
1 1

1 1z z
  

 
 

0

.n

n

z




    

Бұл қатардың жинақталу аймағы, əрине,  1.z   Сонымен, 

қарапайым бөлшектердің екеуі де 1z   шеңбер ішінде 

жинақталады. Берілген функция 1z   шеңбер ішінде – 

аналитикалық функция болатындықтан, ол Тейлор қатарына 
жіктеледі:  
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               
1 1

0 0 0

1 11 1
( ) 1 .

2 1 2 2

n n

n n n
n n

n n n

f z z z z
z z

  

 
  

  
      

    
    

2) 1 2z   болсын. Бұл нүктелер үшін 
1

2z 
 бөлшегінің 

жіктелуі сақталады: 
 

1
0

11
,

2 2

n

n
n

n

z
z









   2;z   Ал 1 2z   қос 

теңсіздігінің сол жағы 
1

1
z
  теңсіздігіне парапар екенін ескеріп, 

екінші қарапайым бөлшекті ақырсыз кемімелі геометриялық 
прогрессияның қосындысына келтіреміз: 

 
1

0 0 1

1 1 1 1 1 1 1
.

11 1

n

n n
n n nz z z z z z

z

  


  

         
    Бұл қатардың 

жинақталу жиыны 
1

1
z
  немесе 1,z   яғни 1z   шеңберінің 

сыртқы нүктелері. Сонымен, 1 2z   сақинада  

 
1

0 1

11 1 1
( ) .

2 1 2

n

n
n n

n n

f z z
z z z

 


 


   

     

Мұндағы бірінші қосылғыш – Лоран қатарының дұрыс бөлігі, 
ал екінші қосылғыш – оның бас бөлігі.  

3)  2z   болсын. Бұл нүктелер жиыны 1z   нүктелер 

жиынында жатқандықтан, 
1

1 1
,

1 n
nz z






   1z   сақталады. Бірінші 

қарапайым бөлшекті §7. (Д) теңдігінің сол жағындағы функция 
түріне келтіріп алып, осы формуланы пайдаланамыз:  

                  1
0 0

1 1 1 1 2 1
1 1 2

22 1

n
n n n

n
n nz z z z z

z

 


 

           
   
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  1 1

1

1
1 2 .

n n
n

n z


 



    

Сонымен, 2z   нүктелері үшін  

    1 11 1

1 1 1

1 1 1 1 1
( ) 1 2 1 2 1 .

2 1

n nn n
n n n

n n n

f z
z z z z z

  
  

  

       
    

 
Мұнда Лоран қатарының дұрыс бөлігі жоқ. Себебі, 2z   

нүктелерінде 
2

2 1
( )

2

z
f z

z z




 
 – аналитикалық функция жəне 

2

2 1
lim ( ) lim 0.

2z z

z
f z

z z 


 

 
  Ал ,    0,1, 2,...n

nc z n   мүшелерден 

тұратын  Лоран қатарының дұрыс бөлігі бұл шартты 

қанағаттандырмайды. Сондықтан 0,    0,1, 2,... .nc n   

Назар аударыңыз!  Лоран қатарына жіктелу жалғыз түрде 
болатындықтан, үш жағдайда да алынған қатарлардағы 
коэффициенттер сəйкес  (6) формулалармен анықталатын 

,    0, 1, 2,...nc n    сандарға тең.        
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§ 9. Оқшауланған ерекше нүктелердің 
жіктелуі. Шегерімдер. 

        

Анықтама. Егер 0z  нүктеде  f z  – аналитикалық емес 

функция болса, онда ол  f z функциясының ерекше нүктесі деп 

аталады. Функция ерекше нүктеде көбінесе анықталмаған болады. 

Анықтама. Егер 0z  ерекше нүктенің тесік 
00 z z R                

(R – қандай да бір оң сан) маңайында  f z функциясының 

туындылары бар болса, онда ол  f z  функциясының оқшауланған 

ерекше нүктесі деп аталады. 

Айталық, 0z  нүктесі  f z  функциясының оқшауланған 

ерекше нүктесі болсын. Онда тесік 
00 z z R    маңайда  f z  

функциясын Лоран қатарына жіктеуге болады:   

                         0 1 2( ) ,
n

n
n

f z c z z f z f z




                     (1)  

мұндағы    1 0
0

n

n
n

f z c z z




   – Лоран қатарының дұрыс бөлігі, ал 

   2 0
1

n

n
n

f z c z z







   –  Лоран қатарының бас бөлігі.    

Анықтама. Егер (1) жіктелімде  Лоран қатарының бас бөлігі 

қатыспаса, яғни, 0,    1, 2, 3,...nc n      болса, онда 0z  

функцияның жөнделетін ерекше нүктесі деп аталады.  
Ендеше,  

                                     1 0
0

( ) ,
n

n
n

f z f z c z z




                        (2) 

мұндағы 0z  функцияның жөнделетін ерекше нүктесі.  
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Бұл атаудың мəнісі мынада. Дəрежелік (2) қатардың жинақталу 

радиусы R  тең болғандықтан, бұл қатардың  1f z  қосындысы 

0z z R   дөңгелектің барлық ішкі нүктелерінде анықталған ( 0z  

нүктеде  1 0 0f z c ) жəне үзіліссіз дифференциалданады, яғни  

 1f z  – аналитикалық функция. Сондықтан егер 

   0 1 0 0f z f z c   деп алсақ, онда ( )f z осы дөңгелекте 

аналитикалық функция болады (ерекше 0z  нүкте жөнделді). Олай 

болса, 0z z R   дөңгелектегі 0z  –  жөнделетін ерекше нүкте 

ішінде жататын кез келген L - тұйық контур үшін келесі теңдік 
орындалады: 

                                               0.
L

f z dz                                     (3) 

Дəлелдеусіз келесі тұжырымды келтіреміз (дəлелдемесін, 
мысалы, [2] қарауға болады). 

Теорема. ( )f z  функциясы үшін 
0

lim ( )
z z

f z


 ақырлы шегі бар 

болса, жəне тек сонда ғана 0z  жөнделетін ерекше нүкте болады. 

Мысалы, 
sin

( )
z

f z
z

  функциясы үшін 0 0z   – жөнделетін 

ерекше нүкте, өйткені  
0 0

sin
lim ( ) lim 1.
z z

z
f z

z 
   

Анықтама.  Егер (1) жіктелімде  Лоран қатарының бас 
бөлігінің мүшелерінің саны ақырлы болса, яғни барлық n m  

нөмірлері үшін  0,    1,  2,...nc n m m      онда  0z функцияның 

m -ші ретті ( m еселі) полюсі деп аталады.  
Ендеше,  

          1 2 0 0
0 1

( ) ,
m

n n

n n
n n

f z f z f z c z z c z z





 

              (4) 
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мұндағы 0z – функцияның m-ші ретті (немесе m еселі) полюсі.  

Бірінші ретті полюсті ( 1m  )  жай полюс деп атайды. 

Егер 0z z R   дөңгелектегі L  тұйық контурдың ішінде 0z – 

полюс жататын болса, онда  

                                        12 .
L

f z dz i c                               (5) 

              1 0 1
1

0 2 ,
m

n

n
nL L L

f z dz f z dz c z z dz i c
 



         

өйткені § 4,  1-ескертудегі ( 5 ) жəне (6 )  теңдіктер бойынша   

  1

0 2 ,
L

z z dz i        0 0,   2,3,... . 
n

L

z z dz n
     

Сонымен бірге, функцияның 0z  полюстегі шегін табайық: 

   
0 0 0

1 0
1

lim ( ) lim lim
m

n

n
z z z z z z

n

f z f z c z z


  


     

 

 0

0
1

0

0

lim .

m
m n

n
n

mz z

c z z
c

z z









   




 

Жалпы алғанда, келесі тұжырым дұрыс. 

0

lim ( )
z z

f z


   орындалса, жəне тек сонда ғана 0z нүктесі 

( )f z  функциясының полюсі болады. 

Енді бізге қажетті «функцияның нөлі» ұғымының анықтамасы 
мен оған парапар тұжырымды келтіреміз, ал оған арналғаан 
мысалдар төменде қарастырылады. 

  1) Егер 0z  нүктесінде ( )f z - аналитикалық функция жəне 

   1
0 0 0 0( ) 0,  ( ) 0,..., ( ) 0,   ( ) 0n nf z f z f z f z     шарттары 

орындалса, онда 0z – осы функцияның n -ші ретті ( n еселі) нөлі деп 

аталады.  
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2) Егер 0z  нүктеде аналитикалық ( )f z  функциясын осы 

нүктенің аймағында  0( ) ( ),
n

f z z z z    ( )z  – берілген 0z  

нүктесінде аналитикалық функция жəне  0( ) 0,z    түрінде 

өрнектеуге болса, жəне тек сонда ғана 0z  – осы ( )f z  

функциясының n -ші ретті ( n еселі) нөлі болады.        
Көп жағдайларда берілген функция үшін жөнделетін ерекше 

нүкте мен полюсті анықтауға болатын келесі (А) тұжырымды 
пайдаланған жөн. 

 (А)-тұжырымы. 0z  нүктесінің тесік маңайында 

анықталған 
( )

( )
( )

z
f z

z




  функциясының құрамындағы ( ),z  

( )z  – осы нүктенің (тесік емес) маңайында аналитикалық 

функциялар болсын. Сонымен бірге 0z  нүктесі ( )z  

функциясының k-ші ретті, ал ( )z  функциясының  l-ші ретті 

нөлі болсын. Онда, егер  l k  болса, 0z  нүктесі ( )f z  

функциясының '' ''l k  -ші ретті полюсі, ал егер  l k  болса, ол 
жөнделетін ерекше нүкте болады.  

Бұл тұжырымның келесі салдары да пайдалы. 

Салдар. Егер 
 0

( )
( ) n

z
f z

z z





 өрнегіндегі ( )z  функциясы 0z  

нүктесінде аналитикалық жəне 0( ) 0z   болса, онда 0z  нүктесі –

( )f z  функциясының n -ші ретті полюсі.  

Мысалдар.  1) 
   2

cos
( )

1 1

z
f z

z z


 
 функциясының екі 

ерекше нүктесі: 1 1z   ,  2 1z   бар. Бірінші нүкте үшін келесі 
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түрлендіруді жасаймыз: 
 2

cos
1( ) ,
1

z
zf z
z



 мұнда 
cos

( )
1

z
z

z
 


 

бірінші 1 1z    нүктеде аналитикалық функция жəне 

cos1
( 1) 0.

1 1
   

 
 Олай болса, салдар бойынша,  1 1z    – 

берілген функцияның 2-ші ретті полюсі.   

Екінші ерекше  нүкте үшін 
 2

cos

1
( ) ,

1

z

z
f z

z





 мұнда  

 2

cos
( )

1

z
z

z
 


 функциясы екінші 2 1z   нүктеде аналитикалық 

жəне 
 2

cos1
(1) 0.

1 1
  


  Олай болса, салдар бойынша,  2 1z   – 

берілген функцияның жай полюсі.      

2) 

2

1
2( )

sin

z z
e z

f z
z z

  



 функциясының 0 0z   ерекше 

нүктесінің сипатын анықтайық. Мұнда 
2

( ) 1
2

z z
z e z      

функциясы үшін 
0

(0) 1 0,z

z
e z


    

0
(0) 1 0,z

z
e


      

0
(0) 1 0z

z
e


     орындалатындықтан, анықтама бойынша,  

0 0z   нүктесі – 
2

( ) 1
2

z z
z e z      функциясының 3k  -ші 

ретті нөлі. Осы сияқты, ( ) sinz z z    функциясы үшін      
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0 0
(0) cos 0,  (0) sin 1 0,

z z
z z z 

 
         

0
(0) cos 0

z
z


     орындалатындықтан, 0 0z   нүктесі 

( ) sinz z z    функциясының 3l  -ші ретті нөлі. Олай болса,         

 3k l   болғандықтан,  (А)-тұжырымы бойынша, 0 0z   – 

берілген функцияның жөнделетін ерекше нүктесі. 
Анықтама.  Егер (1) жіктелімде  Лоран қатарының бас бөлігі 

мүшелерінің саны ақырсыз, яғни бас бөлігінің 0nc   

коэффициенттерінің саны ақырсыз болса, онда  0z  функцияның 

елеулі ерекше нүктесі деп аталады.  
Ендеше,  

          1 2 0 0
0 1

( ) ,
n n

n n
n n

f z f z f z c z z c z z
 




 

              (6) 

мұндағы    2 0
1

n

n
n

f z c z z







   қатарының нөлге тең емес nc  

коэффициенттерінің саны ақырсыз. 

Егер 0z z R   дөңгелектегі L  тұйық контурдың ішінде 0z – 

елеулі ерекше нүкте жататын болса, онда да 

                                        12 .
L

f z dz i c                               (7) 

       1 0
1

,
n

n
nL L

f z dz f z dz c z z dz








      мұндағы екінші 

қатарды мүшелеп интегралдауға болатын себебі мынада: § 4 тегі  1-
ескерту бойынша, L  тұйық контур бойынша берілген интегралды 

0z z R   дөңгелекте жататын, центрі 0z  нүктеде болатын, сағат 

тіліне қарсы бағытталған, кез келген   шеңбері бойынша 

интегралға ауыстыруға болады. Онда   шеңберінде (6) қатарлары 

бірқалыпты жинақты. Олай болса, оларды мүшелеп интегралдауға 

болады. Бұдан кейін   1

0 2 ,z z dz i


     
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 0 0,   2,3,...
n

z z dz n


    теңдіктерін пайдаланып,  (7) 

теңдікке келеміз.     
Елеулі 0z  ерекше нүктедегі функцияның ақырлы да, ақырсыз 

да шегі жоқ. Бұл тұжырым Сохоцкий теоремасынан шығады 
(Ю.В.Сохоцкий (1842-1929) – орыс математигі). Оған біз 

тоқталмаймыз.  Мысалы,  
1

0

1
( )

!
nz

n

f z e z
n






   функциясы үшін 

0 0z   – елеулі ерекше нүкте. Өйткені 
1

0
lim z

z
e

 
  10

1
lim 0,
z

ze
 



   

1

0
 lim ,z

z
e

 
   яғни 0 0z   нүктеде функцияның шегі жоқ. 

Шегерімдер. ( )f z функциясының оқшауланған ерекше нүктесі 

0z , яғни, ( )f z  осы нүктенің тесілген қандай да бір 
00 z z R    

маңайында аналитикалық функция болсын. Келесі интегралды f  

функциясының 0z  нүктедегі шегерімі деп атайды жəне оны 

)(sRe
0

zf
zz

 арқылы белгілейді:  

                       


L
zz

dzzf
i

zf ,)(
2

1
)( sRe

0 
                                   (8) 

мұндағы L  – ішінде 0z  нүктесі жатқан, сағат тіліне қарсы 

бағытталған, 0z z R   дөңгелегіндегі тұйық контур. Жоғарыдағы 

үш жағдайда да алынған (3), (5), (7) теңдіктерден, егер f  

функциясының 0z  нүктедегі Лоран қатары  0( )
n

n
n

f z c z z




   

болса, онда келесі теңдіктің орындалатынын көреміз: 
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                                    .)(sRe 1
0




 czf
zz

                                     (9) 

Соңғы теңдік, егер функцияның  0z z  айырымы бойынша 

Лоран қатарына жіктелуі белгілі болса, онда 0z  нүктедегі 

шегерімнің оңай табылатынын көрсетеді.  Мысалы, егер  0z  

жөнделетін ерекше нүкте болса, онда .0)(sRe
0




zf
zz

          

Егер  0z  елеулі ерекше нүкте болса, онда функцияны Лоран 

қатарына жіктеуден басқа жол жоқ. Мысалы, 4 1
( ) sinf z z

z
  

функциясының 0 0z   ерекше нүктесіндегі шегерімін табу үшін, 

функцияны z дəрежесі бойынша Лоран қатарына жіктейміз:  

           4 4
3 5 7

1 1 1 1 1 1 1 1
( ) sin ...

3! 5! 7!
f z z z

z z z z z
           
 

 

                         3
3

1 1 1 1 1
... .

3! 5! 7!
z z

z z
         

Мұнда Лоран қатарының басты бөлігі мүшелерінің саны 
ақырсыз, демек, 0 0z   – елеулі ерекше нүкте. Бұл жіктелуден  

!5

11
sinsRe 1

4

0

 


c
z

z
zz

 тең екенін көреміз. 

Ал  0z  полюс болған жағдайда шегерімді табудың бірнеше 

тəсілі бар, соларды қарастырайық.  
Сонымен,  0z  m-ші ретті полюс болсын, яғни 

    0 0
0 1

( ) ,     0.
m

n n

n n m
n n

f z c z z c z z c



 

 

       Бұл теңдіктің 

екі жағын   0

m
z z  өрнегіне көбейтеміз:            

     0 0 1 0
0

( ) +...+
m n m

n m m
n

f z z z c z z c c z z



  



        

  1

1 0 .
m

c z z


   

Алынған теңдікті  1m   рет дифференциалдасақ, теңдіктің оң  
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жағындағы бос мүше   11 ! m c   тең болады да,  

    
 

0

1

1 01 ! lim ( ) ,
mm

z z
m c f z z z



 
       ал бұдан  

         )1(

01 ))((lim
)!1(

1
)(sRe

00












mm

zzzz
zzzf

m
czf            (10) 

 
формуласын аламыз. 

Ал, егер функция 0 0

( )
( ) ,  ( ) 0,  ( ) 0,

( )

z
f z z z

z

  


    

0( ) 0z   түрінде берілсе, яғни 0z z  жай полюс болса, онда  

                  

    .
)('

)(

)(

)(
sRe

0

0
1

0 z

z

z

z
c

zz 








                                 (11)   

 
Шынында да, (10) формуланы 1m   үшін қолдансақ,  
 

.
)(

)(
)()(

)(
lim

)(

)(
)(lim

)(

)(
sRe

0

0

0

0
0

000 z

z

zz

zz
z

z

z
zz

z

z
zzzzzz 



















 

         
1-мысал. Функцияның ерекше нүктедегі шегерімін табу   

керек: 
 6

1 sin
( ) .

z
f z

z 





 

 Жоғарыдағы салдар бойынша, 0z   нүктесі – функцияның 

6-ретті полюсі. Шегерімді табу үшін  (10) формуланы 
пайдаланамыз:  




















)5(

)5(

6
66

)sin1(lim
!5

1
)(

)(

sin1
lim

!5

1

|)(

sin1
sRe zz

z

z

z

z
zzz 




 

1 1
lim cos .

120 120z
z


          



67 
 

2-мысал. Функцияның 0 2
z


  нүктедегі шегерімін табу керек: 

( ) .
cos

ze
f z

z
  

   Мұнда  2

2 2

( ) 0,z

z z
z e e



 
 

    
2

( ) cos 0,
2z

z 



   

2

( ) sin 1 0
2z

z 



       орындалатындықтан, (11) формуланы 

пайдаланамыз:  
 

.

2
sin)'(coscos

sRe 2
2

22




  e
e

z

e

z

e
z

zz

z




                                
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§ 10. Ақырсыз ерекше нүктедегі шегерім.  
Шегерімдер туралы теорема 

 

Егер ( )f z  функциясы  

                                          z r ,    0 ,r                              (1)      

теңсіздігін қанағаттандыратын нүктелерде аналитикалық болса, 
онда, § 8 теоремаға сүйеніп (

0 0,   z R   ), оны z  дəрежесі 

бойынша, осы нүктелерде жинақталатын Лоран қатарына жіктеуге 
болады: 

                         0( ) .
n

n
n

f z c z z




                                         (2)      

(1)  теңсіздікті қанағаттандыратын нүктелер жиынын, яғни 

z r  дөңгелегінің сыртын ақырсыз z    нүктенің маңайы деп 

атайды.   

Анықтама.   1
,

2 L

f z dz
i



  мұндағы L  сағат тілі бойынша 

бағытталған, z r  жиынында ( ( )f z - аналитикалық болатын)  

жататын, кез келген тұйық контур,  түріндегі интегралды ( )f z  

функциясының ақырсыз нүктедегі шегерімі деп аталады:  




L
z

dzzf
i

zf ,)(
2

1
)( sRe


            

L  контурда бірқалыпты жинақталатын (2) қатарды мүшелеп 

интегралдап, 1 2 ,
L

z dz i


     0,n

L

z dz


  1,n    теңдіктерін 

ескерсек,   1

1

2 L

f z dz c
i



   аламыз. 

Сонымен,  

.)(sRe 1


 czf
z

                                        (3) 
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1-мысал.  
  

2

2
( )

1 2

z
f z

z z


 
 функциясының ақырсыз 

нүктедегі шегерімін табу үшін, §7 (Д) жіктелуін пайдаланамыз: 

  
 

2 2

22
3 0 0

2

1 1 2
( ) 1

1 21 2 1 1

n
n

n n
n n

z z
f z

z z zz z z
z z

 

 

     
       
  

   

2

2 4 2 2

1 1 1 2 2 1 2
1 ... 1 ... ... .

z z z z z z z

             
  

  

Мұндағы 1 1c  тең болғандықтан,  .1
)2)(1(

sRe
2

2


 zz

z
z

  

Теорема. Егер ( )f z   кеңейтілген комплекс жазықтығының 

1 2, ,..., nz z z  нүктелерінен басқа нүктелерде аналитикалық функция 

болса, онда  

                    .0)(sRe)(sRe
1


 

 zfzf
z

n

k zz k

                             (4) 

 Центрлері 1 2, ,..., nz z z  нүктелері болатын, сағат тілімен 

бағыттас, өзара қиылыспайтын 1 2, ,..., n      шеңберлерін  саламыз. 

Сонымен бірге центрі 0 нүктесі болатын, 1 2, ,..., n      

шеңберлерінің барлығы ішінде қалатын, сағат тіліне қарсы 
бағытталған   шеңберін саламыз (15-сурет).   

Күрделі контуры 1 2 ... n         болатын аймақтың 

ішінде жəне осы күрделі контурдың өзінде ( )f z  –  аналитикалық 
функция, ал күрделі контур бойымен айналғанда аймақ сол жақта 
қалады. Олай болса, күрделі контурға арналған Коши теоремасы 

бойынша:      
1

... 0.
n

f z dz f z dz f z dz
   

       Бұл теңдікті 

1

2 i
 санына көбейтіп, (4) теңдікке келеміз.    
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 (4) теңдіктен  шегерімдер туралы негізгі теорема деп аталатын 
келесі тұжырымды аламыз. 
 

 
15-сурет 

 
Салдар.  Егер ( )f z   комплекс жазықтығының 1 2, ,..., nz z z  

нүктелерінен басқа нүктелерде аналитикалық функция болса, ал   
осы нүктелер ішінде қалатын, сағат тіліне қарсы бағытталған 
контур болса, онда   

                         .)(sRe2)(
1

 


n

k zz
Г

zfidzzf
k

                             (5) 

2-мысал. Интегралды есептеу керек: 
2

1

2
3

2

.
1

z

z i

e
dz

z
 

  

 
2

1

2
( )

1

ze
f z

z



 функциясының үш ерекше нүктесі бар: 

1 2 30,  ,  .z z i z i     Бұлардың ішінде 3z i   нүкте 
3

2
z i   

шеңберінің сыртында, өйткені: 
3

2 2 .
2

i i i       Ал қалған 

екеуі осы шеңбердің ішінде жататындықтан, 1 0,z   2z i  

нүктелердегі функцияның шегерімдерін табамыз. 



71 
 

,0)(sRe
0




zf
z

 өйткені, 
2

1

2
( )

1

ze
f z

z



  жұп функция 

болғандықтан, оның z дəрежесі бойынша Лоран қатарында  z -тің 
тек жұп дəрежелері ғана қатысады. Ал 2z i – функцияның жай 

полюсі, өйткені  

  
 

2

2

1

1

( ) ,

z

z

e
z ie

f z
z i z i z i


 

  
 жəне 

 

2

1
1

( ) 0,
2

z

z i

e e
i

z i i






  


 

( ) 0,   ( ) 1 0
z i

i z i i 


      мұнда  (§ 9. (А) тұжырымының 

салдарын қараңыз). Олай болса, § 9-дағы (11) формула бойынша 

.
2))((

)(sRe
1

1
2

i

e

iziz

e
zf

ze

iz







  Енді берілген интегралды табу үшін 

(5) формуланы пайдаланамыз:  

.
2

02)(sRe)(sRe2
1

1
1

0

2

3
||

2

1
2





















 

 e
i

e
izfzfidz

z

e
izz

iz

ez

     

 
 (4) теңдіктің маңызын келесі мысалдан аңғаруға болады. 

3-мысал. Интегралды есептеу керек:  
4

2

1
.

1z

dz
z           

 41 0z   теңдеуінің түбірлері – 
4

1
( )

1
f z

z



 функция-

сының полюстері жəне олардың барлығы 2z   шеңберінің ішінде 

болғандықтан, (5) теңдіктен  
  


2||

4

1
4

)(sRe2
1

1

z k zz
zfidz

z k

   аламыз.  
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Ал (4) теңдік бойынша ).(sRe)(sRe
4

1

zfzf
zz zz k  

  Енді 

4

1
( )

1
f z

z



 функциясының ақырсыз нүктедегі шегерімін табу 

үшін оны Лоран қатарына жіктейміз:  

           
4 4 4 4 4 8

4

1 1 1 1 1 1 1
( ) 1 ... ...

11 1
f z

z z z z z z
z

              
  

Мұнда 1 0c  болғандықтан, .0)(sRe 


zf
z

 Сонымен,  

.0))(sRe(2
1

1

2||
4




 
z

z
zfidz

z
        
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§ 11. Интегралдарды шегерім арқылы есептеу 
 
 

Егер ( )f z функциясы жоғарғы жарты жазықтықта жатқан 

1 2, ,..., Na a a  ерекше нүктелерден басқа, Im 0z   нүктелерде 

аналитикалық болса, онда ( ) ,    ( ) ixf x dx f x e dx
 

 
   түріндегі 

интегралдарды есептеу əдістерін көрсетуге болады.  

1-теорема. ( )f z  функциясы жоғарыда аталған шарттарды 

қанағаттандырсын жəне ,z R  R  – жеткілікті үлкен сан, 

нүктелерінде ( ) ,   1 ,   0m

M
f z m

z
      болсын. Онда  

                     


  


N

k az
zfidxxf

k1

).(sRe2)(                                  (1) 

  Сағат тіліне қарсы бағытталған, радиусы R ,  центрі  
координат басы болатын Lжарты шеңбер жүргіземіз (16-сурет). 
§ 10-дағы  (5) формула бойынша  
 

             


  


R

R

N

k az
L

zfidzzfdxxf
k1

).(sRe2)()(                          (2) 

 
 

 
16-сурет 

 
Теорема шартын пайдалансақ,  
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1
( )   :

m m m
L L L

M M
f z dz M dz L z R dz R

R Rz
          

1
  0,  

m

M
R

R
     (мұндағы 1 ,    0m     ).  

 
Осы жағдайды ескеріп, (2) теңдікте R   ұмтылдырып, 

шекке өтсек, (1) аламыз.      

1-мысал. Интегралды есептеу керек: 
 

2

22
0

.
1

x
dx

x




  

   Интеграл астындағы функция жұп болғандықтан: 

   
2 2

2 22 2
0

1
.

21 1

x x
dx dx

x x

 




 

     Жоғарғы жарты жазықтықтың 

z i  нүктесінен басқа нүктелерінде ( Im 0z   нүктелерінде де) 

 
2

22
( )

1

z
f z

z



 – аналитикалық функция. Бұл функция үшін           

z i   – екінші ретті полюс болғандықтан  



























'

2

2'

2
22

2

1 )(
lim)(

)()(
lim)(sRe

iz

z
iz

iziz

z
zf

izizz
 

 

 3

2 1
lim .

4 4z i

iz i

iz i
   


 Енді (1) теңдікті пайдаланамыз: 

.
44

)(sRe2
2

1

)1(2

1

)1(0
22

2

22

2  










 
 

 

i
izfidx

x

x
dx

x

x
iz

    

 
Енді ( )f z  – жоғарғы жарты жазықтықта жатқан 1 2, ,..., Na a a  

ерекше нүктелерден басқа, Im 0z   нүктелерде аналитикалық 

функция болса, онда ( ) ixf x e dx



  түріндегі интегралды есептеу 
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əдісін қарастырайық. Келесі теореманың дəлелдеуін, мысалы, [1] 
қарауға болады. 

2-теорема. Егер ( )f z  жоғарыда аталған шартты 

қанағаттандырса жəне arg z   нүктелеріне қатысты бірқалыпты 

0)(lim 


zf
z

 болса, онда  

                      


  


N

k

ix

az

ix ezfidxexf
k1

.)(sRe2)(                             (3) 

          
Ескерту. Егер интеграл белгісінің  астында sin x  немесе cos x  

көбейткіші бар болса, онда оларды ize  көбейткішіне ауыстыру 

көбінесе ыңғайлы. Ал ( ) ixf x e dx



  интегралының мəні табылған 

соң, оның нақты немесе жорамал бөлігі іздеген нəтижені береді: 

                          Re ( ) ( ) ;ixf x e dx f x cosxdx
 

 

                            

                          Im ( ) ( )sin .ixf x e dx f x xdx
 

 

       

              
2-мысал.  Интегралдарды есептеу керек:  

  а) 
2 2

0

,   0,  0;
cos x

dx a
a x

 


 
    б) 

2

2
0

sin
;

1

x
dx

x



    в) 
2

2
0

cos
;

1

x
dx

x



  

 а) Ескертуге сəйкес 
2 2

i ze

a z




 функциясын қарастырамыз. Бұл 

,  0,z ai a   нүктесінен басқа, Im 0z   нүктелерде аналитикалық 

функция. Сонымен бірге z   ұмтылғанда, arg z   нүктелеріне 

қатысты 
2 2

1
( )   0.f z

a z
 


  

Сондықтан 2-теоремаға сəйкес  
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.
2

2sRe2
2222

a
aiizi

aiz

xi

e
aai

e
i

za

e
idx

xa

e 
  



 





  Бұның нақты 

бөлігі
2 2

acos x
dx e

a x a
 






  немесе 

2 2
0

.
2

acos x
dx e

a x a
 


   

    б)  
2

2 2 2 2
0 0 0 0

sin 1 cos 2 1 1 1 cos 2

1 1 2 1 2 1

x x x
dx dx dx dx

x x x x

   
   

        

                          2 2

0

1 1
;

2 2 2 4 4
arctgx e e

          

   в) 
2 2 2

2 2 2 2
0 0 0 0

cos 1 sin 1 sin

1 1 1 1

x x x
dx dx dx dx

x x x x

   
   

        

           2 21 1 .
2 4 4

e e
                  

             
Шегерімдер теориясын келесі түрдегі интегралдарды есептеуге 

қолдануға болады:  

                              
2

0

(cos ,sin ) ,R x x dx


                                        (4) 

мұнда ( , )R u v  аргументтеріне қатысты рационал жəне 2 2 1u v   

шеңберінде ерекше нүктелері жоқ функция.     

Егер ixz e  деп алсақ, онда x  нүктесі 0-ден 2 -ге дейін 

мəндер қабылдағанда, z  нүктесі 1z   шеңберін оң бағытпен бір 

рет айналады, сонымен бірге келесі теңдіктер орын алады: 

           
1 1 1 1

cos ,   sin ,    .
2 2

dz
x z x z dx

z i z iz
          
   

             (5) 

Бұл айнымал ауыстыруы шегерімдер арқылы есептеуге 
болатын комплекс аргументті функцияның тұйық контур бойынша 
интегралына əкеледі: 
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2

0 1

1 1 1 1
(cos ,sin ) ,  .

2 2z

dz
R x x dx R z z

z i z iz





              
         (6) 

3-мысал. Интегралды есептеу керек: 
2

0

1
.

5 4cos
dx

x



  

 ixz e  айнымал ауыстыруы арқылы (6) формуланы 

пайдаланамыз: 
2

0 1

1 1
1 15 4cos

5 4
2

z

dz
dx

x iz
z

z





 
     

 

   

2
1

1 1
.

2 5 2z

dz
i z z


   Интеграл астындағы функцияның ерекше 

нүктелері: 1 2

1
2,   .

2
z z     Бұлардың екіншісі ғана  1z   

шеңберінің ішінде болғандықтан, 
2

1

1 1

2 5 2z

dz
i z z


    

.
3

2

2

1
)2(

1
sRe

252

1
sRe2

2

12

2

1

 






 





 zzzz zz

          
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II тарау. 
 

Амалдық қисап негіздері жəне оның қолданылуы  
 

§ 1.  Лаплас түрлендіруі 
 

Біз мұнда Лаплас түрлендіруінің анықтамасын жəне оның 
негізгі қасиеттерін қарастырамыз. Лаплас түрлендіруі қасиеттерінің 
математиканың маңызды бөлімі болып саналатын  
дифференциалдық теңдеулерді шешуде, электротехниканың 
маңызды бөлімі – электр тізбегінің өтпелі процесін үйренуде жəне 
де басқа салаларда рөлі үлкен. Лаплас түрлендіруін қолданудың 
негізгі идеясы мынада:  түпнұсқа деп аталатын ( )f t  функция мен 

оның L кескіні деп аталатын ( )F p  функция арасында сəйкестік 
орнатылады (олардың анықтамалары төменде) жəне түпнұсқаларға 
жасалатын белгілі амалдарға, олардың L кескініне жасалатын 
қандай да бір амалдар сəйкес келеді. Бастысы – бұл соңғы амалдар 
түпнұсқаларға жасалатын амалдарға қарағанда анағұрлым жеңіл. 
Сондықтан L кескіндер өрісінде бастапқы есептің шешімін алады 
да, алынған L кескіннен кері қарай, түпнұсқаға өтеді. Енді жоғарыда 
аталған ұғымдардың анықтамаларына көшейік. 

Анықтама. Нақты айнымалды ( )f t функцияның Лаплас 
түрлендіруі деп  

                                         
0

( ) ( ) ptF p f t e dt


                            (1)    

формуласымен анықталған комплекс айнымалды ( )F p  функцияны 
айтады.    

Теңдіктің оң жағындағы, p a ib   комплекс параметрге 
тəуелді меншіксіз интегралды Лаплас интегралы деп атайды. 

 (1) меншіксіз интеграл жинақты болу үшін жəне ол қандай да 
бір ( )F p  функцияны нақты анықтау үшін қажет, ( )f t  функцияға 
қатысты келесі шарттар орындалады деп ұйғарамыз: 

1) 0t   болса ( ) 0,f t    0t   болса ( )f t – құрақты-үзіліссіз 
(ол не үзіліссіз, немесе оның тек бірінші текті үзіліс нүктелері 
болады жəне əрбір ақырлы аралықта ондай үзіліс нүктелердің       
саны – ақырлы);   
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2) t  айнымал өскенде, ( )f t  функцияның модулі өсуі мүмкін, 
бірақ оның өсуі қандай да бір көрсеткіштік функциядан жылдам 
емес, яғни 

          0( ) ,s tf t M e    0,   -M s тұрақтылар.                (2) 

Аталған екі шартты қанағаттандыратын кез келген ( )f t  
функцияны – түпнұсқа (оригинал), ал (1) формуламен анықталған 

( )F p  функцияны оның Лаплас кескіні немесе L кескіні деп атайды 
да, келесі символдардың бірімен белгілейді: 

 ( ) ( ); ,F p L f t p         ( )f t   ( )F p ,       ( )  ( ).f t F p  

Берілген түпнұсқаның L кескінін табу жəне, керісінше, белгілі 
L кескіні бойынша түпнұсқасын табу процесін амалдық қисап 
дейді.   

1-теорема. Егер ( )f t  түпнұсқа болса, онда Лаплас интегралы 

0Rea p s   шартын қанағаттандыратын барлық комплекс 

p a ib   нүктелерде абсолют жинақты жəне осы 0Rea p s   

жарты жазықтықта ( )F p  функциясының туындылары бар, яғни 

( )F p  аналитикалық функция болады (17-сурет).  

                                                                                                           
                         

 
17-сурет 

    
Біз мұнда ( )f t  функцияның өсу көрсеткіші деп аталатын           

2)  шарттағы 0s  санының маңызын көрсету үшін ғана теореманың 

бірінші жартысының дəлелдеуін көрсетеміз. Теореманың толық 
дəлелдеуін, мысалы, [1]-[2] кітаптардан қарауға болады.  
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Сонымен, (2) шарт бойынша, ( ) ( )pt ptf t e f t e    

 00( )   s a ts tat atf t e M e e M e        болатынынын  ескерсек,  

 
 0

0

0 00 0 0

( )   
s a t

s a tpt e M
f t e dt M e dt M

s a a s

  
     

    аламыз 

(мұнда 0 0,s a  сондықтан  0lim s a t

t
e 


  0

1
lim 0

s a tt e 
 ).    

Енді түпнұсқаның жалғыз болатыны туралы теореманы  
(дəлелдеусіз) келтіреміз. 

2-теорема.  Егер ( )f t жəне ( )g t түпнұсқалардың екеуінің де  L 

кескіні ( )F p болса, онда олар өзара тепе-тең: ( ) ( ).f t g t   

Ескерту. Бұдан кейін, қандай да бір функция ( )f t  түрінде 
берілсе, онда оны келесі түрдегі функция деп қабылдау керек: 

1

0,         0,
( )

( ),   0.

t
f t

f t t


  

  Мысалы, бірлік функция немесе Хевисайд 

функциясы (О.Хевисайд (1850-1925) – ағылшын инженері) деп 

аталатын 0

0,   0,
( )

1,   0

t
t

t



  

 функция 0 ( ) 1t   деп жазылатын 

болады. Хевисайд функциясын пайдаланып жазсақ: 

1 0( ) ( )sin ,f t t t  2 0( ) ( ) cos ,f t t t  3 0( ) ( ) ,tf t t e  жəне т.с.с. 

болар еді, бірақ жазуды қасқарту мақсатында олар 1( ) sin ,f t t  

2 ( ) cos ,f t t 3( ) ,tf t e  жəне т.с.с. түрлерде жазылатын болады. 
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§ 2.  Қарапайым функциялардың L кескіні. 
L кескіннің қасиеттері 

  
Анықтама бойынша, 0 ( ) 1t   жəне ( ) cosf t t  функция-

ларының L кескінін табайық:     

              0

0 0

1 1
( ); ,pt ptL t p e dt e

p p



      яғни, 

                                      0 ( ) 1t     
1

p
.                                 (1) 

 
0

0 0

cos ; cos sin sinpt pt ptL t p e tdt e t p e tdt
 

        

0
0 0

sin cos cospt pt ptp e tdt p e t p e tdt
 

   
     

 
   

 2 cos ; .p p L t p   Бұдан   2
cos ; ,   0,

1

p
L t p p

p
 


 яғни,  

                                      cos t   
2

,    0.
1

p
p

p



                        (2) 

Мұндағы екінші мен үшінші теңдіктердің арасындағы              

өрнек:  
0

sin sin ;ptp e tdt p L t p


    екенін ескерсек, 

  2

1
sin ; ,   0

1
L t p p

p
 


  аламыз, яғни 

                                       sin t   
2

1
,    0.

1
p

p



                        (3) 

 
1-теорема (ұқсастық). Егер  ( )f t   ( ),F p  онда  

              ( )f t  0 0

1
( ),   0,  Re max , .

p
F p s s 

 
         (4) 
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              ( )f t   
0

( ) ,  pt du
e f t dt t u dt 




        

                  
0

1 1
( ) .

p
u p

e f u du F

  


     

           

Сонымен, түпнұсқаның аргументін   санына көбейту оның 
кескіні мен кескіннің аргументін   санына бөлуге əкеледі екен. 
Мысалы,  

                        cos t   2 2 2

2

1
;

1

p
p

pp


 






                         (5) 

                        sin t   2 2 2

2

1 1
;

1
pp


 







                         (6)         

Меншіксіз интегралдың сызықтық қасиетінен шығатын L 
кескіннің қасиеті: 

2-теорема (сызықтық қасиет). Келесі теңдік орындалады:  

                  ( ) ( );  ( ); ( ); ,L A f t B g t p A L f t p B L g t p        

 Re max , ,p s s  мұндағы s  пен ,s  сəйкес ( )f t  жəне ( )g t  

функцияларының өсу көрсеткіштері, ал А, В – сандар.  
      

1-мысал.  

       3 4sin 5 3 1 4sin 5t t      
2 2 2

1 5 3 20
3 4 ;

5 25p p p p
    

 
 

2-мысал.    L кескіннің түпнұсқасын табу керек:  

                           
2

7 2
( ) .

5
F p

p p
 


       

 (1), (6) формулаларды жəне сызықтық қасиетті пайда-

ланамыз:   

 22
2

7 2 1 2 5
7

5 5 5p p p p
    

 
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2

7 1 sin 5 .
5

t           

Берілген ( )f t  функция мен te   көрсеткіштік функцияның 

көбейтіндісі: ( )te f t  – экспонентке (көрсеткіштік заңға) сəйкес 
жылдамдықпен бəсеңдейтін (өшетін) функция деп аталады жəне 
олар іс-тəжірибеде жиі қолданылады. Келесі теорема осындай 
функциялардың L кескінін табуға арналған. 
        

3-теорема (кескіннің ығысуы).  

                  0( ) ;  ( );  ,  Re .tL f t e p L f t p p s          

 (Өз бетіңізше көз жеткізіңіз). 
       

Мысалы, келесі функциялардың L кескінін табу керек болсын:  

а) ;te    ə) cos ;te t     б) sin ;te t   в) c ;h t     г) .sh t  

     а)  (1) формуланы жəне 3-Теореманы пайдаланамыз:  

   0;  ( );  t tL e p L e t p       0

1
( );  ,L t p

p
 


 


  яғни, 

                              te       
1

.
p 

                                      (7) 

 
ə)  (5) формуланы жəне 3-теореманы пайдаланамыз:  

 2 2
cos ;  ,t p

L e t p
p

 
 

      
 яғни,   

                        coste t      
 2 2

;
p

p


 


 
                     (8) 

б) (6) формуланы жəне 3-теореманы пайдаланамыз:      

 2 2
sin ;  ,tL e t p

p
 

 
     

 яғни, 

        sinte t    
 2 2

;
p


  

                            (9) 
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в) 2-теореманы жəне (7) формуланы пайдаланамыз: 

  1 1
c ;  ;  ;  ;  

2 2 2

t t
t te e

L h t p L p L e p L e p
 

 


             
 

     

2 2

1 1 1 1
,

2 2

p

p p p  
  

  
 яғни, 

                                              c h t        
2 2

;
p

p 
                          (10) 

г) Осы сияқты,  

                                              sh t   
2 2

.
p




                               (11) 

                                                                                                              
3-мысал.  Функцияның L кескінін табу керек:   

                                ( ) sin .f t cht t   

  3-теореманы жəне (9) формуланы пайдаланамыз:   
1 1 1 1

sin sin sin sin
2 2 2 2

t t t tcht t e e t e t e t          
 

   

   
   

2

2 2 2

1 1 1 1 2
;

2 2 41 1 1 1

p

pp p


   

   
       

Егер ( )F p  кескіннің ( )f t түпнұсқасы белгілі болса, онда 3-

теорема бойынша ( )F p  кескіннің түпнұсқасын таба аламыз.  
4-мысал.  Берілген L кескінге сəйкес түпнұсқаны табу   

                              керек: 
2

1
( ) .

4 3
F p

p p


 
         

   Берілген бөлшекті қажетті түрге келтіреміз: 

     2 22 2

1 1 1 7
.

4 3 72 7 2 7p p p p
 

     
  Енді 2 мен 3 

теоремаларды жəне 

 2
2

1 7

7 7p



 

1
7

7
sh t   сəйкестігін 

((11) – формула)  пайдаланамыз:  
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   22

1 7
( )

7 2 7
F p

p
 

 
    

1

7
2 7 .te sh t          

4-теорема (кескінді дифференциалдау). 

Егер  ( ) ( ); ,F p L f t p  онда  

                       1 ( ) ( );  .
n n nF p L t f t p   

  Біз мұнда (1) интегралды мүшелеп, интегралдау амалын 
қолданамыз (бұл амалдың заңды екенін, мысалы, [1], § 2.15, 2-
теоремадан қараңыз). Сонымен, 0Re p s  ( 0s - ( )f t  функциясының 

өсу көрсеткіші) орындалатын нүктелер үшін  (§ 1, 1-теореманы 
қараңыз)  

   
0

( ) ( ) ,ptF p t f t e dt


      2

0

( ) ( ) ,ptF p t f t e dt


    ... , 

     
0

1 ( ) ( ) ( );  .
n n n pt nF p t f t e dt L t f t p


          

Назар аударыңыз! Кескінді дифференциалдау түпнұсқаны          
t -ға көбейтуге əкеледі. 

Мысалы, 
1

p
 1 сəйкестігі белгілі. Онда, 4-теорема бойынша, 

2

1 1

p p

 
  

 
    1 ,t t     яғни,  t   

2

1
.

p
 Алынған кескінді 

дифференциалдауды жалғастыра отырып, келесі сəйкестікті аламыз: 

                            nt   
1

!
,    1, 2,... .

n

n
n

p                                (12) 

Ескерту. Егер п бүтін емес болса, онда nt   
 

1

1
,

n

n

p 

 
 

мұндағы    
0

1 ;1 .n t nn t e dt L t


     

5-мысал. Түпнұсқаның кескінін табу керек:   



86 
 

                      3 2( ) 3 1.tf t t e t    

  4-теореманы, сызықтық қасиетті,  te  
1

1p 
 сəйкестігін 

жəне (12)  формуланы пайдаланамыз:   

3 23 1tt e t     3  3 1
1

1p

 
   

2 1

2! 1
,

p p   яғни, 

3 23 1tt e t     
 4

18

1p  3

2 1
.

p p
            

Ескерту. Келесі тұжырымда, ( )f t   ( )F p сəйкестігіндегі        

түпнұсқа жəне оның туындыларының 0t   нүктедегі мəндері: 

       0 , 0 ,..., 0nf f f  деп,  0t   нүктедегі олардың оң жақ 

шектерін:    0 0 , 0 0 ,...f f      , 0 0nf   аламыз. 

5-теорема (түпнұсқаны дифференциалдау). Егер  0;  

аралығында        1, ,..., nf t f t f t  – үзіліссіз, ал    nf t  құрақ-

үзіліссіз болып, олардың барлығының өсу көрсеткіштері 0s  болса, 

онда жазықтықтағы 0Re p s  нүктелер үшін келесі сəйкестік 

орындалады: 
  ( )nf t      11 2( ) (0) (0) ... 0 .nn n np F p p f p f f            (13) 

 Алдымен  f t туындының кескінін табайық: 

  
0

0 0

( ); ( ) ( ) ( ) .pt pt ptL f t p f t e dt f t e p f t e dt
 

         

Теоремадағы 0Re p s  шартына сəйкес  0Re( ) 0,p s tptf t e Me     

t   болатынын ескеріп, соңғы теңдіктен 

   
0

( ); (0) ( ) (0)ptL f t p f p f t e dt pF p f


       аламыз, яғни 

( )f t ( )F p болса, онда ( )f t     (0).pF p f    Теоереманы 

қайталап қолдансақ:  
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( )f t          2(0) 0 (0) 0 .p pF p f f p F p pf f         

Осылай келесі туындыларға да теореманы қолдана отырып,  (13)  
формуланы алуға болады.     

Егер (13)  формулада        10 0 ... 0 0nf f f      болса, 

онда 

                                  ( )nf t   ( ).np F p                                   (14) 
          

Мысалы, 2( ) sinf t t  түпнұсқаның кескінін табайық.  

Айталық, ол кескін ( )F p болсын, яғни  2( ) sinf t t   

( ).F p  Онда, 5-теорема бойынша,  2( ) sin sin 2f t t t     

  (0).pF p f  Мұнда (0) 0f   жəне sin 2t  
2

2

4p 
  ((6) 

формула) болатынын ескерсек, онда   2

2
,

4
pF p

p



 немесе 

   2

2

4
F p

p p



 аламыз, яғни 2sin t     

 2

2
.

4p p 
    

6-теорема (түпнұсқаны интегралдау).  Егер ( )f t   ( ),F p    

                          онда  
0

( )
t

f d   
( )

.
F p

p
 

  
0

( )
t

f d   функциясын ( )g t  арқылы 
0

( ) ( )
t

g t f d    

белгілесек, онда ( ) ( ),   (0) 0.g t f t g    Енді ( )g t  функциясының 

кескінін ( )G p деп белгілеп: ( )g t  ( ),G p  оған түпнұсқаны 

дифференциалдау теоремасын (5-теорема) қолдансақ, ( ) ( )g t f t   

  ( ) (0) ( ),pG p g pG p   ал бұдан  

( )f t   ( )F p сəйкестігін ескеріп 
( )

( ) ,
F p

G p
p

  яғни  
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0

( ) ( )
t

g t f d      
( )F p

p
 аламыз.     

Мысалы,  sin t   
2

1

1p 
  сəйкестігінен  (6) теореманы 

пайдалансақ,  
 2

1

1p p 
 

0
0

sin cos cos 1,
t

t
d t      яғни 

cos 1t 
 2

1

1p p 
 сəйкестігін аламыз.  

          
Дəлелдеусіз кескінді интегралдау теоремасын береміз (оның 

дəлелдеуін, мысалы, [1] қарауға болады).           

7-теорема (кескінді интегралдау). Егер ( )
p

F z dz


  интегралы 

жинақты болса, онда  

( )f t

t
        ( ) ,

p

F z dz


  

яғни кескінді p -дан  -қа дейін интегралдау түпнұсқаны оның 
аргументіне бөлуге əкеледі. 

Мысалы, sin t   
2

1

1p 
  сəйкестігінен  (7) теореманы  

пайдалансақ, 
2

1
,

1 2p
p

dz arctgz arctgp arcctgp
z


   

  

болатындықтан,  
sin t

t
  arcctg p  сəйкестігін аламыз.  

 (7) теореманы пайдаланып, кейбір меншіксіз интегралдарды 

жеңіл есептеуге болады. Айталық, 
0

( )f t
dt

t



   меншіксіз интегралы 

жинақты жəне ( )f t   ( )F p  болсын. Онда     
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0 0

( )
( ) .

f t
dt F p dp

t

 

                             (15) 

Мысалы, 
0

sin t
dt

t



  меншіксіз интегралды есептеу керек болса, 

онда sin t   
2

1

1p 
  сəйкестігінен  (15) теңдікті пайдаланып, 

2 0
0 0

sin 1

1 2

t
dt dp arctgp

t p

 
  

   аламыз.  

Келесі, кешігу теоремасы деп аталатын тұжырымды əрбір 
бөлікте əртүрлі аналитикалық өрнектермен берілген функцияның 
кескінін табу үшін пайдалануға ыңғайлы. 

8-теорема (түпнұсқаның кешігуі).  Егер 
 ( )f t  ( ),F p онда кез келген теріс емес 0 0t   үшін  

                            0( )f t t    0 ( ).pte F p                                  (16)  

              0 0

0

( ); ( )ptL f t t p e f t t dt


     

0

0

0 0 0 0

0

( ) ( ) ( ) 0,  
t

pt pt

t

e f t t dt e f t t dt f t t t t


          

 0 0

0

0 0

0

( ) ,  ( ) ( ).p u t ptpt

t

e f t t dt t t u dt du e f u du e F p
 

          
                                                                                                                  

Мысалы,  а) 0 ( ) 1t      
1

p
  сəйкестігінен, 8-теорема 

бойынша, 0 ( )t h    
1phe
p

 сəйкестігі шығады (18-сурет). 

б) 2
0 ( )t t  

3

2

p
 сəйкестігінен, 8-теорема бойынша, 

 2

01 ( 1)t t    
3

2phe
p

 сəйкестігі шығады. 
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18-сурет 

 

Назар аударыңыз!  Мұндағы  2

01 ( 1) 0,   1.t t t     Егер 

 2

01 ( )t t болса, онда сызықтық қасиет бойынша, 

   2 2
0 01 ( ) 1 ( )t t t t t       

3 2

2 2 1

p p p
    шығар еді. 

Анықтама.  Екі ( )f t жəне ( )g t функцияның үйірткісі деп, 

 
0

( )
t

f g t d    интегралын айтады жəне оны f g  арқылы 

белгілейді:  

                             
0

( ) .
t

f g f g t d                                   (17) 

Бұл интеграл t  айнымалға тəуелді функция ( t  интеграл 
астындағы өрнекке де кіреді). Үйірткі амалы – коммутативті: 

.f g g f    Бұған t u   айнымал ауыстыруын жасай отырып 

көз жеткізуіңізге болады. Мысалы, ( ) ,tf t e  ал ( )g t t  болса, 
онда  

     
0

1 1 1.
t

t t t t tf g e t d t e te e e t             

9-теорема (кескіндерді көбейту). Егер ( )f t  ( ),F p  

( )g t  G p  болса (    0 0s f s g ) , онда  

                  

   f g    ( ) .F p G p                               (18) 
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  f g      
0 0

( )
t

ptf g t d e dt  


 
  

 
  / интегралдау 

ретін өзгертеміз, содан соң ішкі интегралда 1t t   айнымал 

ауыстыруын жасаймыз / =  

  1 1

0

( ) ,ptd f g t e dt t t dt dt


   
 

         

     1 1
1 1 1 1

0 0 0 0

( ) ( )p t ptpd f g t e dt f e d g t e dt    
   

          

   .F p G p       

Мысалы,    te cht     
   22

1
.

1 1 1 1

p p

p p p p
 

   
 

Салдар.  Егер ( )f t  ( ),F p  ( )g t  G p  болса, онда 

Дюамель ((1797-1872) – француз математигі) формуласы 
орындалады:  

               ( )pF p G p     
0

( ) 0 ( ) .
t

f t g f g t d          (19) 

            ( ) ( ) 0 0pF p G p pG p g F p g F p       –

теңдігінің оң жағының бірінші қосылғышы  ( )g t  түпнұсқа мен 

( )f t  түпнұсқаның сəйкес кескіндерінің көбейтіндісі болғандықтан, 
9-теорема бойынша,  

 ( )pF p G p   ( ) ( ) 0 ( )g t f t g f t    аламыз.  Мұндағы 

үйірткіні ашып жазсақ (үйірткінің коммутативтік қасиетіне 
сүйеніп), (19) формулаға келеміз.      

Енді берілген кескіні бойынша оның түпнұсқасын табуға 
арналған теоремаларды келтіреміз.  

10-теорема. Кеңейтілген комплекс жазықтықта ( )F p – 

аналитикалық функция жəне ( ) 0F    болсын. Егер ( )F p  

функциясының  нүкте маңайындағы Лоран қатары 
1

( ) k
k

k

c
F p

p





  
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болса, онда оның түпнұсқасын келесі формула арқылы табуға 
болады: 

                                
1

0

0,                0,

,    0.
!

n

n
n

t

f t t
c t

n







  


                       (19) 

    Шынында да, 

       1 1
1

0 0 10 0

( ) ( ) .
!

pt pt nn n k
n k

n n k

c c c
F p f t e dt e t dt

n p p

   
  


  

           

Түпнұсқаның жалғыз болу теоремасы бойынша теоерма 
дəлелденді.   
                                                                                                               

Мысалы,  
1

( ) sinF p
p

  функциясының түпнұсқасын                  

табу керек.  

    
1

2 1
1

1 1
( ) sin 1

2 1 !
k

k
k

F p
p k p







  
  теңдігінен 10-

теорема шарты орындалатынын көреміз. Олай болса,  

                          
2

0

1
1 .

2 1 ! 2 !

n
n

n

t
f t

n n





 
       

 
Келесі теоремаларды дəлелдеусіз келтіреміз. 
11-теорема.  ( )F p  полюстері 1 2, ,..., mp p p  болатын, бөлшек-

рационал функция болсын. Онда  

               ( )F p        
1

.
k

m
pt

p p
k

f t Ø åã F p e




                     (20) 

Ал, егер 1 2, ,..., mp p p  – жай полюстер жəне 
 
 

( ) ,
A p

F p
B p

  

мұнда   A p ,   B p  – ортақ түбірлері жоқ көпмүшеліктер болса, 

онда  
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                     ( )F p        
 1

.k

m
p tk

k k

A p
f t e

B p


                   (21) 

Мысалы, 
  2

1
( )

1 1
F p

p p


 
 функциясының                  

түпнұсқасын табу керек.  
  Мұнда 1,  p p i    – функцияның жай полюстері болған-

дықтан,       21,  1 1 ,A p B p p p        23 2 1B p p p     

екенін ескерсек, (21)  формула бойынша,  

       1
cos sin

2 2 1 2 1 2

t it it
te e e

f t e t t
i i



     
 

 аламыз.       

 
Тақырыптың соңында Меллин ((1854-1933) фин математигі)  

формуласын келтірейік. 
12-теорема.  Егер 0Re p s  нүктелерінде ( )F p – аналитика-

лық функция, p   ұмтылғанда, arg p -ға қатысты ( )F p  

бірқалыпты ( ) 0F p   нөлге ұмтылса жəне   
x i

x i

F p dy M
 

 

   

болса, онда 

             ( )F p        0

1
,    .

2

x i
pt

x i

f t e F p dp x s
i

 

 

      

  
Енді қолдануға ыңғайлы болуы үшін, жоғарыда алынған 

элементар функциялардың L кескіндерін жəне олардың  қасиеттерін 
ықшамдап, бір жерге топтап жазамыз. 

 

1)  0 ( ) 1t     
1

p
.       

2)  cos t   
2 2

;
p

p 
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3) sin t   
2 2

;
p




 

4)  te       
1

.
p 

     

5)  coste t      
 2 2

;
p

p


 


 
 

6)  sinte t    
 2 2

;
p


  

      

7)  c h t        
2 2

;
p

p 
 

8) sh t   
2 2

.
p




 

9)  nt   
1

!
,    1, 2,... .

n

n
n

p    

10)  Сызықтық қасиет: 

                  ( ) ( );  ( ); ( ); ,L A f t B g t p A L f t p B L g t p        

11)  Кескіннің ығысуы:  

                  0( ) ;  ( );  ,  Re .tL f t e p L f t p p s          

   

12)  Кескінді дифференциалдау:    1 ( )
n nF p   ( ).nt f t  

    
13)  Түпнұсқаны дифференциалдау:  

  ( )nf t      11 2( ) (0) (0) ... 0 ,nn n np F p p f p f f             

ал, егер        10 0 ... 0 0nf f f     болса, онда 

                                  ( )nf t   ( ).np F p      

14)  Түпнұсқаны интегралдау:  
0

( )
t

f d   
( )

.
F p

p
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15)  Кескінді интегралдау:   
( )f t

t
        ( ) ,

p

F z dz


     

                                                       
0 0

( )
( ) .

f t
dt F p dp

t

 

   

16)  Түпнұсқаның кешігуі: 0( )f t t    0 ( ),pte F p  0 0.t   

17)   Кескіндерді көбейту:  f g    ( ) .F p G p  

18)  Дюамель формуласы:  

               ( )pF p G p     
0

( ) 0 ( ) .
t

f t g f g t d           

19) Егер 
1

( ) k
k

k

c
F p

p





  болса, онда:  
1

0

0,             0,

,  0.
!

n

n
n

t

f t t
c t

n







  


                      

20) Егер ( )F p  полюстері 1 2, ,..., mp p p  болатын, бөлшек-

рационал функция болса, онда    
1

.
k

m
pt

p p
k

f t Ø åã F p e




                                      

Ал, егер 1 2, ,..., mp p p  – жай полюстер жəне 
 
 

( ) ,
A p

F p
B p

            

болса, онда    
 1

.k

m
p tk

k k

A p
f t e

B p


    
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§ 3. Амалдық қисаптың дифференциалдық теңдеулерді  
шешуге қолданылуы 

 
Сызықтық дифференциалдық теңдеулерді интегралдауда 

қолданылатын амалдық қисап əдісінің классикалық əдістерге 
қарағанда артықшылығы – амалдық қисап арқылы дифферен-
циалдық теңдеудің жалпы шешімін тауып жатпастан, берілген 
алғашқы шарттарды қанағаттандыратын теңдеудің шешімін бірден 
алуға болады. Егер дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімін 
табу қажеттігі туса, онда оны да амалдық əдіс арқылы істеуге 
болады. Түсінуге жеңіл болуы үшін, амалдық қисаптың екінші 
ретті біртекті емес сызықтық дифференциалдық теңдеулерді 
шешуге қолданылуын қарастырайық (кез келген п ретті біртекті 
емес сызықтық дифференциалдық теңдеулерді де осы сияқты 
шешуге болады).  

Сонымен, келесі екінші ретті біртекті емес сызықтық 

дифференциалдық теңдеудің (мұнда    ,  ,x x t x x t       ,x x t   

яғни  функциялар мен оның туындыларының аргументтері – 0t  ): 
                            1 2 ( ),x a x a x f t                                            (1) 

берілген алғашқы шарттарды: 

                                00 ,x x     00 ,x x                                     (2) 

қанағаттандыратын дербес шешімін табу керек болсын. 
 Айталық, (1) теңдеудің (2) шарттарды  қанағаттандыратын 

дербес шешімі  x t  болсын. Егер бұл функцияны (1) теңдеуге 

қойсақ, онда біз тепе-теңдік аламыз. Сондықтан (1) теңдеудің екі 
жағындағы функциялардың L кескіндері бірдей болады. Бұдан кейін 

 x t  мен ( )f t  функцияларының L кескіндерін сəйкес  X p  жəне 

 F p  арқылы белгілейміз. Содан соң түпнұсқаны дифферен-

циалдау туралы теореманы:  x t   0 ,pX p x   

 x t  2
0 0p X p px x    жəне сызықтық қасиетті 

пайдаланып, түпнұсқаларды байланыстырып тұрған (1) теңдеуден, 

 X p  жəне  F p  кескіндерді байланыстыратын, операторлық 

теңдеу деп аталатын теңдеуге өтеміз:  



97 
 

       2
0 0 1 0 2 .p X p px x a pX p x a X p F p                   (3) 

Бұл –   X p  кескінге қатысты алгебралық теңдеу. 

Операторлық теңдеуді шешейік:  

    2
1 2 0 0 1 0 ,X p p a p a F p px x a x       бұдан,  

             0 0 1 0
2 2

1 2 1 2

.
F p px x a x

X p
p a p a p a p a

 
 

   


                            (4) 

Енді табылған  X p кескіннен оның  x t түпнұсқасына өтсек, 

ол түпнұсқаның жалғыздығы туралы теорема бойынша, (1) мен (2) – 
Коши есебінің шешімі болады.     

Егер  алғашқы шарттар:   00 0,x x      00 0x x    болса, 

онда  келесі формуланы аламыз:                                   

                              
2

1 2

.
F p

X p
p a p a


 

                                    (5) 

Ескерту:   Егер (2) алғашқы шарттар берілмесе, онда 0x , 0x  

орындарына кез келген тұрақтыларды алып, (1) теңдеудің жалпы 
шешімін алуға болады. 

1-мысал.Теңдеудің алғашқы шартты қанағаттандыратын            

дербес шешімін табу керек: 4 2,x x      00 0 0.x x   

 (5) формуланы пайдаланайық: 2  
2

p
 болатындықтан, 

   2

2
.

4
X p

p p



 Табылған кескінге сəйкес түпнұсқаны табу 

үшін бөлшекті ең қарапайым бөлшектердің қосындысына 

жіктейміз:     22

2 1 1
.

2 44

p
X p

p pp p

 
     

 Бұдан  

   0

1 1 1 1
cos 2 cos 2 .

2 2 2 2
x t t t t            

Назар аударыңыз!  Табылған шешім берілген теңдеуді 0t   
үшін де қанағаттандырады. Мұндай жағдай, яғни табылған 
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шешімнің берілген теңдеуді кез келген t  үшін қанағаттандыратын 
жағдайы (əрине, теңдеудің оң жағы барлық t  үшін анықталса) өте 
жиі болады. 
       

2-мысал. Теңдеудің алғашқы шартты қанағаттандыратын 

дербес шешімін табу керек: 4 5 0,x x x      0 0,x    0 1.x   

 Операторлақ теңдеуге өтеміз:  

     2 1 4 5 0.p X p pX p X p     Алынған операторлық тең-

деуді шешеміз:  
 22

1 1
.

4 5 2 1
X p

p p p
 

   
 Табылған 

кескіннің түпнұсқасын табамыз, ол үшін кескіннің ығысуы туралы 

теореманы (жоғарыда 11) қараңыз)  пайдаланамыз:  sin t   
2

1

1p 
 

болғандықтан,   2 sin .tx t e t      

Енді дифференциалдық теңдеулерді шешуде кескіндерді 
көбейту теоремасын (жоғарыда 17)  ) жəне  Дюамель интегралын 
(жоғарыда 18)) қалай қолдануға болатынын  көрсетейік. Біртекті 
емес сызықтық коэффициенттері тұрақты п ретті дифференциалдық 
теңдеуді қарастырамыз (мысалы, [3], § 10.7 қараңыз): 

                 1
1 1... ( ),   0.n n

n nx t a x t a x t a x t f t t
           (6) 

Бұл теңдеудің сол жағындағы өрнекті  

                           1
1 1...n n

n n nL x x t a x t a x t a x t
             (7) 

арқылы белгілесек, (6) теңдеуді қысқаша жазуға болады: 

                               nL x  ( ),   0f t t  .                                      (8) 

 nL x  сызықтық п ретті дифференциалдық опратор деп 

аталады жəне ол келесі қасиеттерге ие ([3], § 10.7): 

                      
0 0

,
n n

n i i i n i
i i

L C x C L x
 

    
                                       (9) 

яғни функциялардың сызықты комбинациясының операторы осы 
функциялардың операторларының сызықты комбинациясына тең 
(оператордың сызықтық деп аталуы да осыған байланысты).  
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Кескіндерді көбейту туралы теореманы қолданудың мағына-        
сы – егер оң жағы қандай да бір функция болатын  (8) теңдеудің 
шешімі белгілі болса, онда үйірткі көмегімен кез келген оң жағы 
бар осы теңдеудің шешімін алу мүмкіндігі. Əсіресе теңдеудің оң 
жағын ( ) 1f t   деп алу тиімді. Сонымен, теңдеудің сол жағы 

бұрынғыдай, бірақ оң жағы ( ) 1f t   тең  дифференциалдық 
теңдеуді нөлдік алғы шарттармен бірге аламыз:  

                      1
1 1... 1,n n

n nz t a z t a z t a z t
                     (10) 

                                   10 ... 0 0.nz z                                (10´ ) 

Ескерту. Дифференциалдық теңдеуді нөлдік алғашқы 

шарттармен:      10 ... 0 0nz z     бірге қарастыруға болады. 

Басқа жағдайларды, ізделінетін функция үшін қажетті айнымал 
ауыстыруын жасай отырып, нөлдік алғашқы шарттарға əрқашанда 
келтіруге болады (мысалы, ([3], § 7.3 қараңыз).   

 (6) мен  (10) дифференциалдық теңдеулердің операторлық 
теңдеулеріне өтеміз: 

             1
1 1... ,n n

n np X a p X a pX a X F p
      

             1
1 1

1
... .n n

n np Z a p Z a pZ a Z
p


         

Операторлық теңдеулерді шешеміз: 

               
     

1
,     ,

n n

F p
X p Z p

Q p pQ p
                          (11) 

мұндағы   1
1 1... .n n

n n nQ p p a p a p a
      

(11) теңдіктерден      X p pF p Z p аламыз. Енді табылған 

кескінге сəйкес түпнұсқаны, яғни берілген (6) теңдеудің шешімін, 
Дюамель формуласы (жоғарыда 18)) арқылы табуға болады 

(  0 0z  ): 

         
0 0

( ) 0 ( ) ( ) ,
t t

x t f t z f z t d f z t d               (12) 

немесе үйірткінің коммутативтілігін пайдалансақ, 
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                     
0

( ) 0 ( ) .
t

x t z t f f z t d                          (13) 

Назар аударыңыз! Дифференциалдық теңдеудің  x t шешімін 

алған кезде, теңдеудің оң жағының  F p  кескінін білудің қажеті 

жоқ. Ал алынған формулалардың электротехникалық есептерді 
шешуде маңызы зор! 

3-мысал. Нөлдік алғашқы шарттармен бірге берілген 

дифференциалдық теңдеудің шешімін табу керек: 
2

.tx x e   
 Алдымен нөлдік алғашқы шарттармен бірге берілген 

1x x  теңдеуді шешеміз. Оның операторлық теңдеуіне өтеміз: 

   2 1
.Z p p Z p

p
   Операторлық теңдеудің шешімі: 

   2

1
.

1
Z p

p p



 Табылған L кескінге   1 cosz t t   түпнұсқа 

сəйкес келеді. Енді (12) формуланы қолданып, 

   2

0

sin
t

x t e t d     аламыз.  Бұл шешімді элементар 

функциялармен өрнектеуге болмайды, яғни  2

0

sin
t

e t d      

элементар функция емес.     
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§ 4. Дифференциалдық теңдеулер жүйесі 
            

Дифференциалдық теңдеуді шешуге қолданған қисаптық əдісті 
ешбір өзгертпестен коэффициенттері тұрақты сызықтық біртекті 
немесе біртекті емес дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешуге 
қолдануға болады. Мысалдар қарастырайық. 

1-мысал. Көрсетілген алғашқы шарттармен берілген 
дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешу керек: 

22 3 3 ,

3 2 0,

tx x y e

y x y

   


  




         0 0,   0 1.x y   

            
Операторлық теңдеулер жүйесіне өтеміз:   x t        ,X p  

  x t        0 ,pX p x pX p      y t       ,Y p   

 y t       0 1pY p y pY p    болатындықтан, 

3
2 3 ,

2

3 2 0

pX X Y
p

pY X Y

    
   

  аламыз. Бұл жүйенің шешімі: 

 
 2

6
,

2 9
X p

p


 
     

 2

2 2 1
.

22 9

p
Y p

pp


 

 
 Табылған 

кескіндерге сəйкес түпнұсқалар, яғни есептің шешімі: 

   2 2 22 sin 3 ,   2 cos3 .t t tx t e t y t e t e        

2-мысал. Көрсетілген алғашқы шарттармен берілген 
дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешу керек: 

 3 ,

,

,

x y x z

y x y

z z

  


 
  







      

           0 0 0,   0 0,   0 1,   0 1,   0 0.x x y y z z         

          
 Операторлық теңдеулер жүйесіне өтеміз:   x t        ,X p  
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 x t        0 ,pX p x pX p      

  x t          2 20 0 ,p X p px x p X p    

 y t       ,Y p   y t       0 ,pY p y pY p    

 y t         2 20 0 1,p Y p py y p Y p     

 z t        ,Z p       z t        0 1,pZ p z pZ p     

  z t          2 20 0p Z p pz z p Z p p      болатындықтан, 

   
 
 

2

2

2

3 ,

1 ,

p X p Y X Z

p Y p X Y

p Z p p Z

   
   
   

аламыз. Бұл жүйенің шешімі:  

   
 2 2

3 1
,

4

p
X p

p p





     

   22 2 2

3 1 1
,

11 4

p
Y p

pp p p


 

 
   

  2
.

1

p
Z p

p



   Табылған кескіндерге сəйкес түпнұсқалар, яғни 

есептің шешімі:    3 3 3
1 cos 2 sin 2 ,

4 4 8
x t t t t         

   3 1 1
1 cos 2 sin 2 cos ,

4 4 8
y t t t t t        cos .z t t        
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 Комплекс айнымалды теориялар функциясына арналған   
есептер мен тапсырмалар 

 
Комплекс жазықтықта төмендегі комплекс сандарға сəйкес 

нүктелерді салу керек: 
 

 
 

Берілген 2) – 5) сандарға мына амалдарды қолдану керек 
 

                               

 
 

Көрсетілген амалдарды орындау керек: 
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Келесі комплекс сандардың нақты жəне жорамал  
бөліктерін табу керек: 

 

                                      

                                      
 

Келесі комплекс сандардың модульдері мен  
аргументтерін табу керек: 

 

                 
 

Теңдікті дəлелдеу керек: 
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Теңсіздікті қанағаттандыратын нүктелер жиынының 
геометриялық бейнесін көрсетіңіз: 

 

        
 

Келесі теңдеулермен қандай сызықтар анықталады? 
 

                                
 

Түбірлердің барлық мəндерін табу керек: 
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Есептеу керек: 
 

              

                       
 

Келесі теңдеулердің шешімдерін табу керек: 

             
 

Тізбектің шегі анықтамасы бойынша, дəлелдеу керек: 
 

 
 

Шекті табу керек: 
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Комплекс сандарды көрсеткіштік түрде жазу керек: 
 

  
 

Комплекс сандардың модульдерін  
жəне аргументтерінің бас мəндерін табу керек: 

 

 

 
 

ze функциясының берілген нүктелердегі мəндерін табу керек: 
 

 
 

Теңдіктерді дəлелдеу керек: 
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Келесі сандардың нақты жəне жорамал бөліктерін табу керек: 
 

 
 

Есептеу керек: 
 

 

             

 

 
 

Келесі теңдеулердің шешімін табу керек: 
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Функциялардың дифференциалданатын нүктелерін табу керек: 
 

 
 

Көрсеткіштік функцияның туындысын пайдаланып, теңдіктерді 
дəлелдеу керек: 

 

               
      

 
Функциялардың дифференциалданатын нүктелерін табу керек 

жəне олардың туындыларын табу керек: 
 

 
 

Функциялар үшін Коши-Риман шарттарының 
 орындалатынын тексеріңіз: 

 

 
 

Берілген  ,u x y – нақты  немесе  ,v x y – жорамал бөлігі мен 

 0f z  мəні бойынша 0z нүктесінің маңайында аналитикалық 

функцияны табу керек: 
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Интегралдарды есептеу керек: 
 

     
 

Интегралдарды есептеу керек:  
 

   
мұндағы:    
195)    2 i    нүктесінің радиус-векторы; 

196)     жоғарғы  жарты шеңбер (жол z 1  нүктесінен 

басталады; 

197)    сағат тіліне қарсы бағытталған z-2 3  шеңбері;  
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  z 1  жоғарғы жарты шеңбер мен 

1 Re 1,   Im 0z z     кесіндісінен құралған тұйық контур; 

 

202) ,zdz

  мұндағы    түзудің 1 20,  1z z i    нүктелерін 

қосатын кесінді;    

203) 
1

,dz
z i  мұнда    1z i   оң жақ жарты шеңбер мен 

1 22 ,  3z i z i   нүктелерін қосатын кесіндіден құралған сызық;    

204)  Re sin ,z coszdz

  мұндағы   басы 

4
z i


   нүктесі 

болатын жəне 1,  Re
4

z z


   шарттарын қанағаттандыратын 

сызық. 
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Интегралдарды есептеу керек (шеңберлер – сағат тіліне 
қарама қарсы бағытталған): 
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Дəрежелік қатарлардың жинақталу аймағын табу керек: 
 

                             
 

Дəрежелік қатарлардың жинақталу радиусін табу керек: 
 

                        

                    

 
 

Функцияларды z дəрежесі бойынша Тейлор қатарына  
жіктеу керек: 

 

               

             
 
 
 
 
 



114 
 

Функцияларды Тейлор қатарына жіктеу керек: 
 

     271)  ,    2 1ze z   дəрежесі бойынша; 

272) sin ,    
3

z z
   

 
дəрежесі бойынша; 

   273)  cos 3 1 ,    1z z   дəрежесі бойынша; 

 1
274)  ,    2

7 3
z

z
 


дəрежесі бойынша; 

 2

1
275)  ,    1

1
z

z
 


дəрежесі бойынша. 

 
Келесі қатарлардың жинақталу аймақтарын табу керек: 
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Келесі функцияларды 0z z  нүктесінің маңайында  

Лоран қатарына жіктеу керек: 
 

         
 

Келесі функцияларды z    нүктесінің маңайында  
Лоран қатарына жіктеу керек: 
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Келесі функцияларды көрсетілген сақинада 0z z  дəрежесі 

бойынша Лоран қатарына жіктеу керек: 
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0z z  - келесі функциялар үшін жөнделетін  

ерекше нүкте болатынын дəлелдеу керек: 
 

      
 

0z z  - келесі функциялар үшін полюс болатынын дəлелдеу 

керек: 
 

               
 

0z z  - келесі функциялар үшін елеулі ерекше нүкте  

болатынын дəлелдеу керек: 
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Келесі функциялардың барлық оқшауланған ерекше  
нүктелерді тауып, олардың түрлерін анықтау керек: 

 

                                      
 

Есептеу керек: 

20

sin
337) .

z

z
Ø åã

z
                                  

1

338) .z

z
Ø åãe


              

         
 21

339) .
1

z

z

e
Ø åã

z 
              

   2340) sin .
z

Ø åãz
z




                          
0

1
340) sin sin .

z
Ø åã z

z
  

2

4

cos
341) .

4
z

z
Ø åãz

z
  

                          
1

343) sin .
1z

z
Ø åã

z 
 

 
Келесі функциялардың барлық ақырлы ерекше  

нүктелердегі шегерімдерін табу керек: 
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Келесі функциялардың ақырсыз нүктедегі  
шегерімдерін табу керек: 

 

                                

                         
 

Интегралды есептеу керек:  ( ) ,f z dz

  мұндағы  - берілген G  

аймағының оң бағытталған шеарасы: 
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Жауаптары 
 

Комплекс айнымалды теориялар функциясы 

 
 

4
)  2 ,  arg .    )  5,  arg .    )  5,

2 5
z z z z arctg z


     27 28 29  

 4 2
arg .   ) 1,  arg .       ) 1,  arg .

5 3 2
z arctg z z z z

       30 31  

  6
)  1,  arg .       )  125,  arg .

7 2
z z z z

 
    32 33  

  1
) ,  arg 0.    ) 2 cos ,  arg . 

4 4 14
z z z z

 
   34  35  

47) Жорамал өстің оң жағында жатқан, жартыжазықтық (өстің нүктелері 
жатпайды). 48) z i  нүкте арқылы өтетін горизанталь түзудің астында 

орналасқан, жарты жазықтық. 49) Жорамал өске дейінгі қашықтығы бірден 
кіші нүктелерден тұратын, жолақ. 50) Төбелері 

,i 1 ,  1 ,  i i i  нүктелерде болатын тік төртбұрыш (оның қабырғалары 

жатпайды).   51) Центрі 0z   радиусі 1-ге тең дөңгелек (оның шеңбері де 

жатады).  52) Центрі z i  радиусі 1-ге тең дөңгелек жəне оның шеңбері 

алынып тасталған жазықтық. 53) Центрі z i   радиусі 2-ге тең дөңгелек 

(оның шеңбері жатпайды). 54) Центрі ортақ 1z   радиустері 1 жəне 3 тең 
шеңберлердің арасындағы сақина (шеңберлердің нүктелері жатпайды).        

55) Төбесі 0z   нүктесі болатын, шамасы 
4

  тең, бірінші ширектегі  

бұрыш. 56) Төбесі 0z   нүктесі болатын, нақты өстің теріс бөлігіне 
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симметриялы, шамасы 
2

  тең  бұрыш. 57) 1xy   гиперболасы. 58) 

2 2 1x y   гиперболасы.   59)  22 1 1x y    шеңбері. 

 60)  
2

21 1

2 4
x y    

 
 шеңбері.  61)  2 22 1x y   гиперболасы.      

 62)  2 2 1y x   параболасы.   63)  
1 2 3

1 3 1 3
1,  ,  .

2 2 2 2
z z i z i        

1 2 3

3 1 3 1
) ,  ,  .

2 2 2 2
z i z i z i      64             

1) cos sin ,
8 8

z i
 

 65   

  
2 3cos sin ,   sin cos ,

8 8 8 8
z i z i

   
      

4 sin cos .
8 8

z i
 

    

1 2 3 4) 1 ,  1 ,  1 ,  1 .z i z i z i z i         66

1 2 3 4 5 6

3 3 3 3 3 3 3 3
) 3,  3,  ,  ,  ,  .

2 2 2 2 2 2 2 2
z i z i z i z i z i z i            67  

1 2 3) 1 ,  2 cos sin ,  2 sin cos .
12 12 12 12

z i z i z i
                

   
68  

4 4
1 2) 2 cos sin ,  2 cos sin .

8 8 8 8
z i z i

             
   

69   
1 2) 2 ,  2 .z i z i    70  

 
1

16 4 8) 2 ,  0,1,2,3,4,5,6,7.
i

k

kz e k
   
  82    

1 2) 1 ,  1 .z i z i   83  

1 2 3) 1 ,  2 2 cos sin ,  2 2 sin cos .
12 12 12 12

z i z i z i
                    

   
84  

1 2) 2,  3 .z z i 85         
1 2) 4 ,  3.z i z  86  

1 2) 1 ,  1 ,z i z i   87  

3 42 2 cos sin ,  2 2 cos sin ,
12 12 12 12

z i z i
                  

   
 

5 62 2 sin cos ,   2 2 sin cos .
12 12 12 12

z i z i
                

   
      1

) .
2

i91  
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34) ,arg 7 2 ,z e z     5) 1,arg ,   6) 1,arg .z z z z       

1
) 1)1,   2) 1,   3) ,   4) ,   5) .

2

i
i i


  126  

) 1) Re cos 2 1,   Im sin 2 1,   2) Re 0, Im 2,z ch z sh z z sh      142  

3) Re cos1 2,   Im sin1 2,   4) Re cos1',   Im 0,z sh z ch z z        

   2 2 2 2

sin 4 2
5) Re ,   Im .

2 cos 2 1 2 cos 2 1

sh
z z

sh sh
   

 
 

     

 

  3
2 1 , ,

4
i arctg k k Z      
 

6) 2 ,  ,
3

i k k Z
    
 

 7) 2 ,  .
3

i k k Z
     

 
 

 

 

 

 

 
 

 

) ln 3 2 ,   ln 3 2 ,   .
2 2

z i k z i k k Z
         153

) ln 2 2 ,   ln 3 2 ,   .
2 2

z i k z i k k Z
         154

) ln 2 2 ,   ln 2 2 ,   .
2 4 2 4

i i
z k z k k Z

         155  

 
2 2)   1) 3x y 158  гиперболасы.   5

2)
2

xy   гиперболасы.       

2 2)   1)
3

u
u  159  шеңбері.   2 22)

5
u

    шеңбері.   1
3) w

R
  шеңбері.   

4) 0u    түзуі.    2 25) 3 4 1 0u u     шеңбері.   6) arg .w     

1
7)

2
u   түзуі.  )  1)160  Ешбір жерде. 2) Нақты жəне жорамал өстерде.   
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3) 0z   нүктеде.    4) Re Imz z түзуінде.  5) 0z   нүктеде.  6) Барлық 

жерде.  

 
   

    

 
 

 

 
 

)z i234 нүктеде жинақталады.  ) z  235  жазықтықта 

жинақталады. ) 3z 236  дөңгелегінде жинақталады. ) 2z i 237  

дөңгелегінің ішінде жинақталады. ) 4.R 238     

 

    

 
2 1

n=0

) ,  1.n ni z R


 267
 

 

  

 

 
.R  
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280) жинақты емес. )2 2 .z   281    282) жинақты емес. 

 

 

 

 
1 1.z     
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) 0z  332 үшінші ретті полюс,     z      елеулі ерекше нүкте. 

) 0z  333 ерекше нүкте, бірақ оқшауланбаған, z      бірінші 

ретті нөл.  ) 0z  334 жөнделетін ерекше нүкте, 2 ,  kz k k Z    

екінші ретті полюс,    z     ерекше нүкте, бірақ оқшауланбаған, 

ол kz полюстерінің шектік нүктесі. 

1 1 1 1) 1,  1,  ,  z z z i z i      335 бірінші ретті полюстер, z      

жөнделетін ерекше нүкте. 6) 0z  33 елеулі ерекше нүкте, z     

бірінші ретті нөл.  
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Амалдық қисап бөліміне арналған 
 

есептер мен тапсырмалар 
 

1.  Көрсетілген функциялардың қайсысы тұпнұсқа-функция 
болатынын тексеріңіз: 

 

 
 

Анықтама бойынша келесі фунциялардың  
L-кескінін табу керек: 

 

 
 

Фунциялардың L-кескінін табу керек: 
 

 
 

Ұқсастық теоремасын пайдаланып, келесі фунциялардың 
 L-кескінін табу керек: 
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Сызықтық жəне ұқсастық теоремаларды пайдаланып,  
келесі фунциялардың L-кескінін табу керек: 

 

 
 

Түпнұсқаны дифференциалдау туралы теореманы пайдаланып, 
келесі фунциялардың L-кескінін табу керек: 

 

 
 

Фунциялардың L-кескінін табу керек: 
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Интегралдарды есептеу керек: 
 

 

 
 

Фунциялардың L-кескінін табу керек: 
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Сызбасы бойынша берілген функциялардың L-кескінін табу керек: 
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Фунциялардың L-кескінін табу керек: 
 

 
 

Берілген L-кескіннің түпнұсқаларын тауып,  
олардың сызбасын салу керек: 

 

 
 

Берілген L-кескіннің түпнұсқаларын табу керек: 
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Алғашқы шарттарымен берілген дифференциалдық  
теңдеулерді шешу керек: 
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134 
 

 

 

 
 

Дюамель формуласын пайдаланып, алғашқы шарттарымен  
берілген дифференциалдық теңдеулерді шешу керек: 
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Дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешу керек: 
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Лаплас түрлендіруін пайдаланып интегралдарды есептеу керек: 
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Интегралдық теңдеулерді шешу керек: 
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Амалдық қисап 
 

Жауаптары   
 

1. а) ия; б) ия; в) жоқ; г) ия; д) ия;  е) жоқ; ж) жоқ; з) ия;  
2. и) жоқ); к) ия; л) ия; м) ия. 
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142 
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мұнда  ал 

 F p берілген  f t  функциясының L-кескіні.  
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Типтік есептерді шығару үлгілері 
 

1-есеп. Түбірдің барлық мəндерін табу керек:   

             3 27i . 
Шешуi. iz 27 комплекс санының модулі 27z ,  

аргументінің бас мəні  
2

  .    Бұл мəндерді жəне 3n  санын  

),
2

sin
2

(cos
n

k
i

n

k
zz nn  




   1,,1,0  nk   формула-

сына қойсақ, )
3

22/
sin

3

22/
(cos2727 33 k

i
k

i
 




 ,    

k  0 1 2, ,  аламыз. Бұдан k  0 1 2, , мəндеріне сəйкес,   0k  үшін 

2

3

2

33
)

2

1

2

3
(3))

6
sin()

6
(cos(30 iii 

 ,  1k  үшін 

iii 3)0(3)
2

sin
2

(cos31 
 , 2k  үшін 

2

3

2

33
)

2

1

2

3
(3)

6

7
sin

6

7
(cos32 iii 

  аламыз.             

Жауабы: 3 27i = ;
2

3

2

33
{ i  ;3i  }

2

3

2

33
i . 

 

2-есеп. Алгебралық түрде жазу керек:  )
4

3(
i

ch


 . 

Шешуi. 
2

zz ee
chz


  жəне  )sin(cos yiyee xiyx   форму-

лаларын пайдаланамыз: 
 

 
)

4
(cos()

4
sin

2

2
((

2

1
)(

2

1
)

4
3( 334

3
4

3  

eieeeich
ii
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 ))
4

sin(


i

  ))(
2

2
)(

2

2
(

2

1
))

2

2

2

2
()

2

2

2

2
((

2

1 333333 eeieeieie  

 

.3
2

2
3

2

2
shich    Жауабы: )

4
3(

i
ch


 3

2

2
3

2

2
shich  . 

 
  2-есепті келесі тəсілмен де шығаруға болады:  
 

.3
2

2
3

2

2

)
4

sin(3
4

cos3
4

3
4

3)
4

3(

shich

ishch
i

shsh
i

chch
i

ch






 

 
3-есеп.  Алгебралық түрде жазу керек:  ii  )512( . 

Шешуi. z eb b z ln ;ln zeb ez   ),2(arglnln kzizz    

zk  жəне ).sin(cos yiyee xiyx   теңдіктерін пайдаланамыз. 

Мұнда 1695)12(512 22  i =13 жəне  

,
12

5
)512arg( arctgi    болғандықтан,   

),2
12

5
(13ln)512ln( karctgii    .zk   Олай болса, 

  )2
12

5
()512( 213ln)512ln( karctgieei iiii   

13ln
12

5
2 iarck

e





)13lnsin13ln(cos
12

5
2

ie
arctgk


 

. 

   Жауабы: ii  )512( )13lnsin13ln(cos
12

5
2

ie
arctgk


 

 zk . 
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4-есеп. 1Re z  2Im z  теңсіздіктерімен берiлген аймақты 

салу керек.  
Шешуi. ,Re xz   ,Im yz   екенiн ескерсек, онда берiлген 

теңсіздіктер келесi түрде жазылады: ,11  x   .22  y  Бұл 

теңсіздіктер комплекс жазықтықта тік төртбұрышты анықтайды 
(төмендегі сурет). 

Мұнда аймақта жататын шекара сызықтары тұтас, ал 
жатпайтын шекара сызықтары үзік сызықпен көрсетілген.  

 
5-есеп. ),12(32 22  ttittz   ,Rt   теңдеуімен берілген 

қисықты анықтау керек. 

Шешуi.  z x iy    саны мен )12(32 22  ttittz  
комплекс сандарының теңдігінен  

x t t

y t t

  

  







2

2

2 3

2 1

,
  жүйесін аламыз. Бұл жүйеден x пен y 

арасындағы байланысты табамыз: 

 
 

 
 

x x

y x

x x

y x

y x

x

  

 








  

 








 






1 2

1

2 1

1

2

2

2

2

2

2

, , ,

.         
                

                                             iy
                                                 

                                                     2i

                                     -1         0            1                                x

                                                      -2i   
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Мұндағы y теріс емес екенін ескерсек, алынған теңдеу oxy  

жазықтығында ,2 xy  ),0[ y , ),2[ x  жарты түзуін 

беретінін көреміз (төмендегі сурет). 

 
6-есеп. Берiлген жорамал xxyyxv  2),(  бөлігі жəне 

0)0( f   мəні бойынша  00 z  нүктесінің маңайында анали-

тикалық )(zf  функциясын табу керек. 

Шешуi. Алдымен xxyyxv  2),(  функциясының 00 z  

нүктесінің маңайында аналитикалық функция екенiн тексерейiк: 
2 2

2 2
0,    =0 ,

v v

x y

 
 

   0+0=0, яғни xxyyxv  2),(  функциясы 

Лаплас теңдеуін комплекс жазықтықтың кез келген нүктесінде 
қанағаттандырады, демек, ол – осы көрсетілген жазықтықта 
гармоникалық функция. 

Енді жорамал бөлігі xxyyxv  2),(  болатын аналитикалық 

функцияны табайық.  Оған арналған  келесi екi тəсілді көрсетеміз. 

         iy

             i .
              0         1       2                                                       x
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1-тəсіл. Коши-Риман шарттарын: ;
y

v

x

u








 
x

v

y

u








  

пайдаланамыз.   Бiрiншi теңдік   бойынша, 
x

u
x

y

v








2  аламыз.  

Бұдан    u xdx c y x c y    2 2   аламыз. Мұндағы )(yc  

белгiсiзiн табу үшін u функциясын Коши-Риман шарттарының 
екiншi теңдігіне қоямыз: 

    /2 / ,
y

u
x c y c y

y




    ал    

v

x
xy x x

x
   2 2 1

/
   

    
екенiн ескерiп екінші шарттан  12)(  yyc   аламыз. Бұдан 

  cyydyyyc 2)12()( ,  демек, 

.)( 222 cyyxycxu   Сонымен,  

)2()( 22 xxyicyyxivuzf  =    

                  =    x xiy iy i x iy c z iz c2 2 22        . 

 Мұндағы  с  тұрақтысының мəнін 0)0( f  шартынан табамыз:  

000  ic   0c . 

        Жауабы:  ).2()( 22 xxyiyyxzf    

2-тəсіл: z0  нүктесінің маңайында аналитикалық   )(zf  

функциясын табу үшін келесi екi формуланың бірін пайдалануға 
болады: 

0 0
0

0 0
0

( ) 2 , ,                       (a)
2 2

( ) 2 , .                       (á)
2 2

z z z z
f z u C

i

z z z z
f z iv C

i

  
  

 
  

  
 

 

Мұндағы 0C  – 0( )f z  санына түйіндес сан.  

Біздің мысалымызда xxyyxv  2),( , 0 0,z   С = 0. 

Жоғарыдағы формулалардың екiншiсiн пайдаланамыз: 
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20 0 0

( ) 2 2 0
2 2 2

z z z
f z i z iz

i

          
 

. 

                                   Жауабы:  izzzy  2)( .   

  
7-есеп. Комплекс айнымалды функцияның интегралын 

берiлген қисық бойынша есептеу керек:  

z z dz
L
 ;     1{: zL  }0Im z . 

Шешуi. L қисығы – центрi 0 нүктесі, радиусi 1 болатын, 
жоғарыдағы жарты жазықтықта жататын жарты шеңбер: 

 L: 







,sin

,cos

ty

tx
 ],0[ t . Олай болса, 

L : ,sincos)()()( tittiytxtz     .cossin)( tittz   

Енді   
L

dttztzdzz




 )())(()(   формуласын пайдаланып 

есептейміз:    

  
L

dttittttitdzzz


0

22 )cossin(sincos)sin(cos

 


0

22 )sincossincossincos( dttttititt

 


0

)2cos2sin( dttit  





 






 

 
0 2

2sin

2

2cos

2

2sin

2

2cos
i

t
i

t 

0
2

0sin

2

0cos







  i  аламыз.       Жауабы:  

L

dzzz 0 . 

Ескерту. Берілген интегралды itz e  айнымал ауыстыруы 
арқылы да есептеуге болады. 

 

8-есеп. 
32 215225

45015

zzz

z




   функциясының Лоран қатарына 

z  дəрежесі бойынша жіктелуін табу керек. 
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Шешуі: Берілген функцияның ерекше нүктелері 

0225152 23  zzz  немесе 0)225152( 2  zzz  теңдеуінің 

түбірлері. Бұдан 00 z  жəне 0225152 2  zzz ;  

;202522542152 D  ,15
4

202515
12,1 


 zz  

5.72 z    аламыз.  Сондықтан берілген функция центрі  0 
нүктесіндегі келесі үш сақинада аналитикалық функция болады: 

},5.70:{1  zzk      }1575.7:{2  zk      

}15:{3 zzk      (төмендегі суретті қараңыз).  

Берілген функцияны осы сақиналардың əрқайсысында Лоран 
қатарына жіктейік.  Ол үшін функцияны қарапайым функциялар 
қосындысына жіктейік. 

),152)(15()5,7)(15(2225152 23  zzzzzzzzz  

 











 45015

)152(15225152

45015
23

z
z

C

z

B

z

A

zzz

z  

 
).15()152()152)(15(  zCzzBzzzA  

Мұнда 00 z  деп алсақ,   ,2)15)(15(450  AA          

                                                     iy

                                                     15i

                                                                               k3

                                                                          k3

  

                    7,5i
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 151 z  деп алсақ,    145154501515  BB ,                                

5.72 z  деп алсақ,  2)5.22)(5.7(4505.715  CC    

аламыз. Сонымен, 
15215

12







z

z

zz
 . 

1.   z z z    k   1 0 7 5: ,   нүктелері үшін берілген 

функцияны жіктейік.  Ол үшін геометриялық прогрессияның 

жіктелуін: 


2
111

1

1
qaqaa

q

a
   ).1( q    пайдаланамыз: 











)151(15

1

15

1

15

1
zzz

    z
z

  7 5
15

1, = 

 = 1

15 15 15

1

15 15 15

2

10



 





  

z z zn

nn
   ... . 














))
5.7

(1(5.7

1

5.7

1

152

2
zzz

 
z

7,5
   1  = 

= 

































0
1

12

)5.7(

)1(

5.75.7

1

5.75.7

1

5.7

1
1

5.7 n
n

nn zzzz
 . 

Сонымен,   k   1 0 7 5  z z: ,  сақинада 

 





















0 0

1

1

1 )5.7(

)1(

15

2

152

2

15

12
n n

n

nn

n

n zz

zzzz
  алдық. 

 
2.  }.155.7:{2  zzKz  нүктелерін қарастырайық. 

Мұнда 1
15


z  болатындықтан,  

15

1




z
 бөлшегінің қатарға жіктелуі 

алдыңғы жағдайға келеді. 

2K  жиынында үшінші бөлшекті қатарға жіктейік:  
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








)
2

15
1(2

2

152

1

z
zz




















z
z

2

15
1

1   















 












1
1

12

2

15)1(

2

151

2

1511
1

2

15

n
nn

nn

zzzzzzz
  . 

Сондықтан }155.7:{2  zzKz    сақинасындағы 

нүктелер үшін 

 





















0 1

1

1

1 2

15)1(

15

2

152

2

15

12
n n

nn

nn

n

n

z

z

zzzz
 . 

3.  }15:{3  ztKz  болсын.  15z  болғандықтан, 

1
15


z

 шығады. Демек, 























1

12
151511511

)151(

1

15

1
n

n

n

zzzzzz
zzz

  

. 
           

  1
1515

2

1

2

15


zzz
 болатындықтан, 3K  сақинасында, 

яғни  }15:{3  ztKz  нүктелері үшін 
152

2



z

  бөлшегінің 

қатарға жіктелуі  алдыңғы жағдайға келеді: 

.
2

15)1(152

152

2

15

12

1 1
1

11

 









 








n n
nn

nn

n

n

zzzzzz
  

  
                            Жауабы: 

1.  1  :  0 7,5k z z    жиынында, 

                    ;
)5.7(

)1(

15

12

0
1

1

1







 






 


n

n

n

n

n
z

z
  
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2. }155,7:{2  zzKz  жиынында, 

                     ;.
2

15)1(

15

2

0 1
1

11

1 
















n n
nn

nn

n

n

z

z

z
  

 
3. }15:{3  ztKz  жиынында, 

                      
n

n
n

nn
n

zz

1

2

15)1(
15

2
1

1

1
1 







 








 . 

9-есеп. 
4

2
2 


z

z   функциясының 0zz   айырымының 

дəрежесі бойынша Лоран қатарына жіктеу керек. Мұнда 
iz 230   тең. 

Шешуі. Функцияның ерекше нүктелері 042 z  теңдеуінің 

түбірлері, яғни ,21 z   .22 z   Ол нүктелерден 0z  нүктесіне 

дейінгі қашықтық    

52)1(21232 22
011  iizzR , 

292)5(25232 22
022  iizzR  

тең. Сондықтан берілген функция центрі ,230 iz   

радиустері 1R  мен 2R  болатын келесі үш сақинада: 

                               },523:{1  izkzK  

                               },29235:{2  izzK  

                               }2329:{3 izzK     

аналитикалық функция. 
Берілген функцияны қарапайым функциялардың қосындысына 

келтірейік: 

22)2)(2(

2

4

2
2 











z

B

z

A

zz

z

z

z 

:)2()2(2  zBzAz  .1442  AAz           

1442  BBz . 
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Олай болса, 
2

1

2

1

4

2
2 








zzz

z  . 

         

     1. }523:{1  izkzK   жиынындағы нүктелер  

үшін  



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
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iz
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iz
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аламыз.  Демек, }523:{1  izkzK  жиынындағы 

нүктелер үшін 














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      2.  },29235:{2  izzK   яғни 2kz   

нүктелері үшін 
















iz

iiziizz
23

21
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)21()23(
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1  
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
















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}29235:{2  izzK   сақинасының нүктелерінде 

1
29

29

25

23





i

iz  орындалатындықтан,  
2

1

z
  бөлшегінің 

жіктелуі алдыңғы жағдайдағыдай. Ендеше, 

}29235:{2  izzK   жиынында 

      



 

















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3. }2329:{3 izzK   нүктелерінде 1
29

5

23

21





iz

i  

орындалатындықтан, 
2

1

z
 бөлшегінің жіктелуі  2 п.-дей болады.  

Екінші бөлшекті қатарға жіктейік: 




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Демек, }2329:{3 izzK   жиынында   

      






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       Жауабы: 

                 1.         





































0

11

)23(
25

1

21

1
n

n
nn

iz
ii

 , 

                               }523:{1  izkzK ; 

                   2.         


























1 0

11

)23(
25

1

)23(

)21(
n n

n
n

n

n

iz
iiz

i , 

                            }29235:{2  izzK ; 

 

                   3.            









1

11

)23(

1
2521

n
n

nn

iz
ii , 

                            }2329:{3 izzK  . 

 

10-есеп. 
az

z
z




 sin  функциясын az 0  нүктесінің 

маңайында Лоран қатарына жіктеу керек. 
Шешуі: az   айырымын t  арқылы белгілесек, atz   

болады да:  

 
t

a
a

t

a
t

t

a
at

t

a
at

t

at
at sinsinsin)(sin)(

)(
sin 






 


 




аламыз. 

)!12(
)1(

!5!3
sin

12

0

53


 



 n

xxx
xx

n

n

n    жіктелуін ,
t

a
x   

үшін жазсақ, 




























)!12(
)1(
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a
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a
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n
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)!12(
)1(

12

22

0

1


 





 nt

a
n

n

n

n  шығады. Енді мұнда azt    

ауыстыруын жасаса болғаны. 
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Жауабы:   




















0 0
12

221

2

121

)!12()(

)1(

)!12()(

)1(
n n

n

nn

n

nn

naz

a

naz

a . 

  11-есеп.     


 
e

e z

z

z

5

1

1
    функциясының 0z  ерекше 

нүктесінің түрін анықтау керек. 

Шешуі:   ez
  функциясының Маклорен қатарына жіктелу 

формуласын:  e z
z zz     1
2 3

2 3

! !
...  

Пайдаланамыз. Мұндағы z  орнына z5қойсақ 

,
!2

1
10

55


z

zez  жəне бұл қатар 0z  нүктесінің маңайында 

жинақты. Сондықтан 





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Мүнда 










!32

1
!2

1
)(

5

z

z

zh  арқылы 0z  нүктесінің маңайында 

аналитикалық функция белгіленген  (екі аналитикалық функцияның 
қатынасы жəне бөлімі нөлге тең емес).  

                   
5

3

0 0

1
lim lim ( ) 0

1

z

zz z

e
z h z

e z 


    

 
 

Болғандықтан, 00 z   жөнделетін ерекше нүкте.     
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12-есеп. ze
z

z 1

4 1

sin




   функциясының оқшауланған ерекше 

нүктелерін тауып, олардың түрлерін анықтау керек. 
Шешуі:  Берілген функция 01 z  нүктесінде жəне 014 z  

теңдеуінің түбірлерінде анықталмаған.     
              ))()(1)(1()1)(1(1 224 izizzzzzz     

жіктелуін тағы да  ,12 z  ,13 z ,4 iz  iz 5  төрт ерекше 

нүкте аламыз. Осы нүктелердің түрлерін анықтайық. 
      1. 01 z   нүктесінде берілген функцияның шегі жоқ екенін 

көрсету үшін xz  +0i  нөлге ұмтылсын (y = 0): 
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Функцияның оң жəне сол жақ шектері өзара тең емес, яғни 
01 z   нүктеде функцияның шегі жоқ, демек, 01 z  –  елеулі 

ерекше нүкте. 
 
2) 12 z  нүктесін зерттейік.      
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Олай болса,  12 z   – жөнделетін ерекше нүкте. 

 3. 13 z   нүктесін де осы сияқты зерттеуге болады:   
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яғни  13 z  – жөнделетін ерекше нүкте. 

4. iz 4  нүктесін зерттейік. 

                     ,
0

sin

1

sin
lim

4

1








 



 



iz

iz

ei

z

ez 
  

олай болса, iz 4  нүктесі – полюс. Оның ретін анықтау үшін 

функцияны келесі түрде жазайық:  ,
1

sin

)(

)(
4

1





z

ez

z

zx z


   

мұнда ,0sin)(  iiei  ,01)( 4  ii ,4)( 3zz   

04)( 3  ii  орындалады, демек, iz 4   – 1-ші ретті полюс.     

4. iz 5  жағдайы алдыңғы сияқты, мұнда да 

0)sin()(  ieii     01)()( 4  ii    

,04)( 3  ii   

орындалады, олай болса, iz 5    – 1-ші ретті полюс..  

                            Жауабы:  
01 z  –  елеулі ерекше нүкте;    

13,2 z  – жөнделетін ерекше нүктелер; 

iz 5,4   1-ші ретті полюстер. 
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13-есеп. Интегралды есептеу керек:            

                              



 21 2

2

3
sin)4(

1

z

dz
z

z

z . 

Шешуі: Интеграл астындағы функцияның ерекше нүктелерін 
табамыз, ол үшін бөлшектің бөлімін нөлге теңестіреміз: 

 03sin)4( 2  zz , бұдан 042 z  немесе  iz 22,1  , ал 

03sin z  болса ,3 kz   ,3 kzk  Zk . 

  254121  i , яғни izn 2  нүктелері 

интегралдау контурының сыртында жатыр, сондықтан оларды 
қарастырмаймыз, ал ,3 kzk  Zk  нүктелер жиынындағы 00 z  

нүктесі ғана 21 z  контурының ішінде жатыр.  

00 z  нүктесінің түрін анықтайық. 

Интеграл астындағы функция
)(

)(
)(

z

z
zf




 ,  ,1)( 2  zz  

3
sin)4()( 2 z

zz   түрінде берілген жəне ,0)( 0 z  ,0)( 0 z  

0)( 0  z  орындалады, шынында да, 

 1)( 2  zz  үшін 01)0(  ;  

,
3

sin)4()( 2 z
zz   үшін 0)0(    

ал ,
3

cos
3

1
)4(

3
sin2)( 2 z

z
z

zz   үшін  

0
3

4
1

3

1
40)0(  .  Сондықтан 00 z  – жай (1-ші ретті) 

полюс. Олай болса, 
.

4

3

3

4
1

)0(

)0(

3
sin)4(

1

2

2


























z

z

z
шег
я 

  

Кошидің шегерім туралы негізгі теоремасына сəйкес 
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.
2

3

4

3
2

3
sin)4(

1
2

3
sin)4(

1

21 2

2

02

2

ii
я

z

z
шегidz

z
z

z

z
я

 































 . 

                                                                    Жауабы: i
2

3 . 

14-есеп. Интегралды есептеу керек: .
1

1

1
2 2






z

z

dz
z

ez
  

Шешуі: Интеграл астындағы функцияның жалғыз ерекше 

нүктесі 00 z  бар жəне ол 1z  контурының ішінде жатыр. 

Функцияны 00 z  нүктесінің маңайында Лоран қатарына жіктей 

отырып,  осы нүктедегі оның шегерімін табамыз.  
           

   
!3!2

1
32 tt

tet  түріндегі Маклорен қатарын 
2

1

z
t    

үшін жазсақ,  






!3

1

!2

11
1

642

1
2

zzz
e z  аламыз. Олай 

болса, 







 










Z
zzz

z

z

ez z
1

!3

1

!2

11
1

1 642
21

2 2 

  

.   
!3

1

!2

1
1

!3

1

!2

1
1

53

42
2



















 








zz

z
z

zz
z

 

1)(
0


 czfшег

sz
 екені белгілі, ал бізде 

z

1  дəрежесінің 

коэффициенті 1c  нөлге тең, демек, .0
1

2

0

1
2














 
 z

ez
шег

z

sz
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Олай болса,   







1

1
2

.0)( 2
1

0

2

z
sz

z

zfшегidz
z

ez   

                                                    Жауабы:  0. 
 
15-есеп. Интегралды есептеу керек:    

                  




5,0

2

sin

9cos

z

z

dz
izz

ze


. 

Шешуі: zishiz sin   теңдігін  пайдалана отырып, берілген 
интегралда келесі түрде жазамыз:  

                                   .
sin

9cos

5,0

2






z

z

dz
ziz

ze


    

Интеграл астындағы функцияның ерекше нүктелері      
0sin  zz   теңдеуінен табылады: ,0z  ,kz     ,Zk    

немесе ,kz   .Zk  

5,0z  шеңберінің ішінде 00 z  нүктесі ғана жатыр. Оның 

түрін анықтайық. Интеграл астындағы функция        

zi

ze

z

z
zf

z

 sin

9cos

)(

)(
)(  

2


 

  түрінде жазылған жəне  

,00cos)0( 0  e  ,9sin92)( 2 zez z       

020sin2)0( 0  e , яғни 00 z  нүктесі )(z  функцияның 

1-ші ретті нөлі; 
             0)0(    ,cossin)( zziziz       0)0(  .  

,sincoscos)( 2 zziziziz    0)0(   zi , 

яғни  

00 z  нүктесі )(z  функциясының 2-ші ретті нөлі. 

Олай болса, 00 z  нүктесі функцияның 112   ретті 

полюсі. Шегерімді ))((lim)( 0
00

zzzfzfшег
zzsz




 формуласы 

бойынша іздейміз: 
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     













 0

0

sin

9cos
lim

sin

9cos
lim)(

2

0

2

00 zi

ze
z

ziz

ze
zfшег

z

z

z

zsz 
  

     .  
2

cos

9sin92
lim

)sin(

)9cos(
lim

2

0

2

0  izi

ze

zi

ze z

z

z

z











 

Шегерім туралы негізгі теорема бойынша 

    .4
2

2)(2)(
5,0

0






z
sz i

izfшегidzzf


             Жауабы: 4. 

 
16-есеп. Интегралды есептеу керек: 

dz
iziz

i

iz
ch

eiz
z

 




















32
2

2
)24()22(

22
 6

1




 . 

Шешуі:  1) Бірінші бөлшектің ерекше нүктелерін келесі  

теңдеуден табамыз: 012 
z

e


,      12 
z

e


,      )1(
2

 Ln
z . 

Бұдан       ,11     )1arg(    болғандықтан, 

 );2(1ln
2

ki
z 

   );2(2 kiz     ),42( kiz  Zk     

аламыз.  Бұл нүктелердің 32  iz  контурының ішінде 

жататыны тек iz 20   нүктесі ( 1k  болса). Бұл нүктенің түрін 

анықтайық: 

1
)(

)(
)(

21

1
1




z

e
z

z
zf







,    0)2(1   i ,   

01)2(1   iei  ,     ,
2

)( 2
1

z

ez
       

 0
22

)2(    iei ,  олай болса, iz 20    нүктесі 

1-ші  
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ретті полюс. Бұл нүктедегі шегерімді 
)(

)(
)(

01

01

0 z

z
zfшег

sz 






 

формуласын қолданып табамыз: .2

2

)(1
0





 


zfшег

sz
  Сонымен, 

бірінші бөлшектің интегралы  iidz

eiz
z


 4)2(2

132 2







тең. 

2)  Екінші  
)24()22(

22
6

)(
22 iziz

i

iz
ch

zf





 бөлшектің ерекше 

нүктелерін 0)24()22( 2  iziz    теңдеуінен табамыз. Бұдан 

,221 iz   .242 iz   Екінші нүкте үшін 

33244)24(2  iii  орындалады, яғни  i24   

нүктесі 32  iz  контурының сыртында, ал iz 221   нүктесі бұл 

контурдың ішінде жататынын көру қиын емес.  Осы нүктенің түрін 
анықтайық. 

      
  222

22
24
22

cos 6

)24()22(
22

cos6
)(

iz
iz
i

z

iziz
i

z

zf












,  жəне 

мұнда   

iz
i

z

z
24
22

cos 6
)(






  функциясы үшін  

0   
42

6

2422

6
)22( 








iii

i , сонымен бірге ол – 2-2i 

нүктесінің маңайында аналитикалық функция. Сондықтан белгілі 
критерий бойынша 2-2i нүктесі  – 2-ші ретті полюс.   

                2-2i нүктесіндегі шегерімді табу үшін 
)))(((lim)( 2

12
11




zzzfzfшег
zzzz

 формуласын пайдаланамыз:  
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  






















 )24(
22

cos6
lim

22 iz
i

z

iz



 











































6436

2418

)86)(86(

)86(3

86

3

16164

6

)42(

6

)2422(

cos6)2422(sin
22

6

)24(

1
22

cos6)24(
22

sin
22

6

lim

22

222

i

ii

i

ii

iii

ii
i

iz
i

z
iz

i

z

i
iz





 

.24,018,0 i  Сондықтан   

).36,048,0()24,018,0(2)( 2)( 2

32
22

2 iiizfшегidzzf
iz

iz







  
        Сонымен,    

  

dzzfdzzfdzzfzf
iz iz iz

)()()()((
32 32 32

2121
  

).36,448,0()36,048,0(4 iii    
                      Жауабы:  i 36,448,0  . 
 

17-есеп. Интегралды есептеу керек: .
6sin24

2

0
 



t

dt  





























2

222
2

22
)22(

)24()22(
22

cos6
lim)( iz

iziz
i

z

zfшег
iziz


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Шешуі: 
itez   айнымал ауыстыруын жасайық. Онда 

 
















 






 

2

0 1

1

2

1
  ,

1

2

1
)sin,(cos

z zi

dz

z
z

iz
zRdtttR  . 

Сондықтан  

.
22622

6
1

2

1
24

6sin24

2

0 1 1
2  

  

















 






z z izz

dz

iz
z

z
i

dz

t

dt

   

Енді 
)(

)(

22622

1
)(

2 z

z

izz
zf







  функциясының ерекше 

нүктелерін 022622 2  izz теңдеуінен табамыз:  

22

3

22

893

22

2222)3(3 2

2,1

iiiii
z








 . 

 

,1
2

1

22

2
1 




i
z  àë ,12

22

4
2 




i
z  демек, 1z  

контурының ішінде    i
i

z
2

2

22

2
1 


     нүктесі жатыр. Оның 

түрін анықтайық. 01)
2

2
(  i   ,0

2

2









 i  өйткені 

1z бөлшек бөлімінің түбірі. Сонымен бірге izz 624)(     

.026
2

2
24

2

2









 iiii   Олай болса,  iz

2

2
1   

1-ші ретті полюс. Бұл нүктедегі шегерім  

 
iz

z
zfшег

z 2

1

)(

)(
)(

1

1

1








 тең. Олай болса,  
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 
1

1 2

1
2)(2)(

z
z i

izfiresdzzf  .              Жауабы:   .  

 

18-есеп. Интегралды есептеу керек:     

                     


2

0
2)cos25( t

dt . 

Шешуі:  Алдыңғы есептің шешу əдісін пайдаланамыз: 
itez   

деп алайық. Онда  

 


















 




2

0 1
22

1

2

2
5

)cos25( z
iz

z
z

dz

t

dt     

             =












1
2

2

2

2
5

2

2z

zzi

zdz . 

        
2

2

2

2
5

2

2)(

)(
)(













zzi

z

z

z
zf


      функциясының 

ерекше нүктелерін  0
2

2
5

2

2 2  zz   теңдеуінен табамыз: 

2

35

2

255
2,1





z . Мұнда 1

2

35


  жəне 
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1
2

35


  болғандықтан, 1z      контурының ішінде  

2

35
1


z   ерекше нүктесі ғана жатады. 

0
2

35
)( 1 


z , ал )(z  үшін  

 0)()(  ii zz   жəне 0)( 1  z  болады. Шынында да,   

          .52
2

2
5

2

2
2)( 2 








 zzziz  









 

2

2
5

2

2
22)52(2)( 22 zziziz .  

Бұл функцияның 1z  нүктедегі мəні  

065
2

35
22)(

2

1 










 iiz . Олай болса, 1z  

нүктесі – )(zf  функциясының 2-ші ретті полюсі. 

)(z -ті көбейткіштерге жіктеп алайық: 

.
2

35

2

35

2

2
)()(

2

2
)(

22

2
2

2
1 







 








 
 zzizzzziz  

1z  нүктесіндегі шегерімді келесі формула арқылы табамыз: 

  .))((lim)( 2
1

1"





zzzfzfшег

zzя  
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
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
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
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
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
















2

2

35

2

2

35
2

2

35

2

2
2

35
lim)(

"

z

zzi

Z

z

zf
я
шег

 






 










2)2/)35((

2

2/)35(
lim

zi

z

z
 















4

2

4

2

2/)35(

)2/)35(2/)35((

)2/)35(2/)35((2)35()2/)35(2/)35((2

)2/)35((

)2/)35((2)2/)35((
lim

2

i

z

zzz

i z

.
18

30

18

152

36

32)35(62

iii






  Сонымен,  

.
9

30

18

30
2)(2)(

1
1

 
 i

izfшегidzzf
z

z
.      Жауабы:   

9

30 . 

19-есеп. Интегралды есептеу керек:      

                    .
)16()1( 222



  xx

dx   

Шешуі: 
)16()1(

1
)(

222 


zz
zf

 функциясының жоғарғы жарты 

жазықтықта жатқан ерекше нүктелерін табайық. Ол үшін 

0)1( 22 z  жəне 0162 z  теңдеулерін шешіп, жоғарғы жарты 

жазықтықта жатқан ерекше нүктелерді: ,1 iz   iz 42   аламыз. 

Енді )(zf  функциясының осы нүктелердегі шегірімдерін табамыз. 

1) .1 iz          )(zf  функциясын келесі түрде жазайық:  
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)(

)(

)16()(

)16()()(

1
)(

1

1
2

122

222 z

z

iz

ziz

ziziz
zf














, 

мұнда, 0)(1 i  жəне )(1 z  функциясы үшін i  екінші ретті 
нөл (түбір), сондықтан iz 1  нүктесі )(zf  функциясының 2-ші 

ретті полюсі. Одан əрі 

 

.
900

13

22516

52

)161(16

8)161(4

)16()(

2)()16)((2
lim

)16()(

1
lim)((lim)(

2224
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2

i
i

ii
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zizziz

ziz
izzfzfшег
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izizi
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



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
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


















 

 

        2)  .42 iz       )(zf  функциясын келесі түрде жазайық: 

)(

)(

)4(

)4()1(

)4)(4()1(

1
)(

2

2
12

2 z

z

iz

izz

izizz
zf














. 

Мұнда ,0)4(2 i  ал )(2 z  үшін i4  бірінші ретті нөл. Демек, 

iz 42   нүктесі – )(zf    функциясының 1-ші ретті полюсі. Одан əрі 





 )4()1(

1
lim)4)((lim)(

22444 izz
izzfzfшег

izizi
 

.
18008)116(

1
2

i

i





  

)(zf   функциясының нақты өсте жатқан ерекше нүктелері жоқ 

болғпндықтан жəне бөлшектің бөлімінің дəрежесі алымынан 6‐ға 

артық болғандықтан,        
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 
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
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

))()((2
)16(1 4222

zfшегzfшегi
xx
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ii

  

.
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3

900

27

900

1

450

13

1800900
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2  






 






 



ii

i     Жауабы:  03.0 . 

20-есеп. Интегралды есептеу керек:      

                 




dx

x

xx
22 )1(

2cos3cos . 

Шешуі:
22

23

)1(
)(





z

ee
zf

iziz

 функциясының 0Im z  жарты 

жазықтықтағы ерекше нүктелерін жəне осы нүктелердегі 

шегерімдерін табамыз. 0)1( 22 z  теңдеуінен iz 2,1  аламыз, 

жоғары жарты жазықтықта iz 1  ерекше нүкте жатыр.  )(zf  

функциясын келесі түрде жазамыз 
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
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

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
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
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, 

мұнда 0)(  i жəне iz 1  нүктесі – )(z  функциясының  2-

ші ретті нөлі, яғни iz 1  нүктесі – )(zf  функциясының 2-ші ретті 

полюсі. Одан əрі 
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.
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34 23

i

ee  
  

22 )1(

1
)(




z
zR   функциясы нақты өсте үзіліссіз жəне 

бөлшектің бөлімінің дəрежесі алымының дəрежесінен  4-ке артық 
болғандықтан, 

 













i

ee
izfresiRdx

x

xx
i 4

34
2Re))(2(

)1(

2cos3cos 33

022
  

       ).34(
2

23   ee
                  Жауабы:  )34(

2
23  


ee . 

21-есеп. )(tf  түпнұсқаның берілген сызбасы арқылы оның 

кескінін табу керек:  

Шешуі: Берілген функция мен оның туындылары 

,1 a  ,22 a  ,33 a  a44   нүктелерінде үзілісті. Бұл  

нүктелердегі функцияның секірмелері: ;2021    

,2202   3033   3304   тең. 

1

2

3

а 2 а 3 а 4 а t

f ( t)
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Туындының секірмелері:   ,0k  ,4,3,2,1k  тең, өйткені 

4321 ,,,  -ден басқа нүктелерде 0)(  tf .      Олай болса,  

)(tf -ның кескіні 

.
3322

)( 432
2

4

1 p
e

p
e

p
e

p
e

pp
epF papapapakk

k

kp 



 







  

                        Жауабы:   
p

eeee papapapa 432 3322   . 

 

22-есеп. Берілген 
)106)(1(

23
)(

2 



ppp

p
pF   бейнесі 

бойынша оның түпнұсқасын табу керек. 
Шешуі: Берілген функцияны қарапайым бөлшектердің 

қосындысына келтіреміз: 

1061)106)(1(

23
22 










pp

CBp

p

A

ppp

p .  

)1)(()106(23 2  pCBpppAp   

);1061(11  Ap  ,51 A  2,0A . 

А-ның мəнін орнына қойып, x-тің бірдей дəрежелерінің 

коэффициенттерін теңестіреміз: 

 ,22,12,023 22 CpBpBpppp     

.2,13

22

CB

C


  

Бұдан  ,4C  2,0B .    

Сондықтан  
106

42,0

1

2,0
)(

2 






pp

p

p
pF . 
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Екінші бөлшектің бөліміндегі өрнектен толық квадрат 

бөлеміз: 1)3(196106 222  ppppp , содан соң 

)( pF  функциясын келесі түрде жазамыз: 

1)3(

6,3

1)3(

3
2,0

1

2,0

1)3(

46,0)3(2,0

1

2,0
)(

222 

















pp

p

pp

p

p
pF

Енді  ,
1

ap
eat


     ;

)(
cos

22 



ap

ap
te

at       

22)(
sin





ap

teat  сəйкестіктерін пайдалана отырып, 

teteepF ttt sin6,3cos2,02,0)( 33    аламыз.       

                                      

Жауабы: .sin6,3cos2,02,0 33 tetee ttt   

  

23-есеп.  
2

2
4

)21(
44

t

e
yyy

t





  дифференциалдық теңдеуінің 

,0)0( y  0)0( y  бастапқы шарттарын қанағаттандыратын 

шешімдерін табу керек. 

Шешуі: 144 111  yyy  түріндегі көмекші теңдеудің 

шешімін табамыз.  1y -дің кескінін )( pY  арқылы белгілейміз, онда 

),(1 ppYy     ).(2
1 pYpy         Операторлық теңдеуге  өтеміз жəне 

оны шешеміз: ;
1

)(4)(4)(2

p
pYppYpYp    
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;
1

)44)(( 2

p
pppY      

2)2(

1
)(




pp
pY . Түпнұсқаны табу 

үшін,  алынған бөлшекті қарапайым бөлшектердің қосындысына  

келтіреміз:     .)2()2(1 2 CppBppA      

0p  болса, ,41 A  яғни 25,0A .  

p =2 болса,  ,21 C  яғни 5,0C .  

Енді 
2p  дəрежесінің коэффициенттерін теңестіреміз: 

pBpBppp 5,02125,01 22  . 

25,025,002  BBp . 

Сонымен,    
2)2(

5,0

2

25,025,0
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





ppp
pY . 

     Одан əрі 
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eat




1 , 
2)(

1

ap
teat


  сəйкестіктерін жəне 

сызықтық қасиетті пайдаланып,  )( pY  кескіннің түпнұсқасын 

табамыз: tt teety 22
1 5,025,025,0)(   . Бастапқы теңдеудің )(ty  

шешімін табу үшін Дюамель формуласын пайдаланамыз: 

 
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dftyty
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1 )()()(  .   

,5,05,0 2222
1

tttt teteeey    ,)()( 22
1

  tetty  
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4

)12ln(

24

)12ln(

24

1

4

1 22 tt
e

tt
e tt  

                                    Жауабы:  





 

 

4

)12ln(

2
)( 2 tt

ety t . 

 

24-есеп. Амалдық əдіспен Коши есебін шешу керек:   

,
2

cos223
t

eyyy t      0)0(,1)0(  yy .  

Шешуі:  
22)(

    cos








p

p
te t   сəйкестігін  

Пайдалансақ, 

4
1)1(

1
2      

2
cos2

2 




p

pt
et  аламыз. 

)(ty -ның кескінін )( pY  арқылы белгілейміз. Онда 

,1)0()0()()(  pYyppYty  
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ppYpypypYpty  )()0()0()()( 22 . 

Операторлық теңдеуге өтеміз жəне оны шешеміз: 

,

4

1
)1(

1
2)(23)(3)(

2

2






p

p
pYpPYppYp , 

,3

4

1
)1(

1
2)23)((

2

2 



 p

p

p
pppY , 

)2)(1(

3

)2)(1(
4

1
)1(

)1(2
)(

2 







 




pp

p

ppp

p
pY

, 

.
)2)(1(

3

)2(
4

1
)1(

2
)(

2 







 


pp

p

pp

pY  

Алынған əрбір бөлшекті қарапайым бөлшектердің 

қосындысына келтіреміз: 

1)     ;
2

4

1
)1()2(

4

1
)1(

2

22 











  p

C

p

BAp

pp

   

    ;
4

1
)1()2)((2 2





  pCpBAp  

 2p   áîëñà,  .6,1         
4

5
2  CC  

22,36,1222 22  ppBBpApAp    

1

0

p

p

2,320

222




BA

B  
.6,1

0




A

B
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 Сонымен,       

  2

6,1

4

1
)1(

6,1

)2(
4

1
1

2

22 








 










  p

p

p

pp

. 

      2) ;
21)2)(1(

3










p

E

p

D

pp

p     )1()2(3  pEpDp . 

2p  болса,   E1 . 

1p   болса,   2        2  DD . 

Демек, 
2

1

1

2

)2)(1(

3










pppp

p .    Ақырында, 
























4

1
)1(

6,1

4

1
)1(

6,16,1

2

1

1

2

2

6,1

4

1
)1(

6,1
)(

222 pp

p

pppp

p
pY  

.
1

2

2

6,0

4

1
)1(

2

1

2,3

4

1
)1(

1
6,1

1

2

2

6,0

22 



















pppp

p

pp
 

Енді  ,cos
)( 22

te
ap

ap at 


      ,sin
)( 22

te
ap

at 


  

ate
ap



1    сəйкестіктерін жəне сызықтық қасиетті 

пайдаланып,  түпнұсқаны табамыз: 

tttt eetetety 26,0
2

1
sin2,3

2

1
cos6,1)( 2  . 

                  Жауабы: tttt eetete 26,0
2

1
sin2,3

2

1
cos6,1 2  . 

 

25-есеп. Массасы m  материалдық нүктеге ν жылдамдығына 

пропорционал kvR   кедергі күш əсер етеді. Егер нүктенің 
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бастапқы жылдамдығы 0v  болса, ол шектеусіз уақыт ішінде қанша 

қашықтыққа орын ауыстырады ( .10mk  ,  

10 v м/сек.) ? 

Шешуі: t  уақыт кезеңіндегі нүктенің координатын )(ty  

арқылы белгілейміз. )0(y  деп 0, ал  1)0( 0  vy  деп аламыз.  

Нүктенің қозғалу заңын Нъютонның 2-ші заңынан ymR   

табамыз: 

                     ;ymkv    ymym 10 . 

Нəтижесінде Коши есебіне келеміз: 

,010  yy   ,0)0( y   .1)0( y  

)(ty  -нің кескінін  )( pY  арқылы белгілейік. Онда                 

                            );()0()( ppYyppYy     

.1)()0()0()( 22  pYpypypYpy  

Бұдан келесі теңдеуді аламыз: 

.
10

1
)(

;1)10)((      ;0)(101)(

2

22

pp
pY

pppYppYpYp





 

Бөлшекті қарапайым бөлшектердің қосындысына келтіреміз: 

;
10)10(

1




 p

B

p

A

pp
            ;)10(1 BppA   

1,0         101         0  AAp , 

1,010110  BBp . 
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  Сондықтан 
10

1,01,0
)(




pp
pY . 

Енді ate
ap



1

  сəйкестігін жəне сызықтық қасиетті 

пайдаланып, tety 101,01,0)(   аламыз. 

Шектеусіз уақыт ішіндегі нүктенің орын ауыстыру қашықтығы 

келесі шек арқылы табылады: 

 1,0)1,01,0(lim)(lim 10  



t

tt
ety .             Жауабы:01м. 

26-есеп. Келесі дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешу 

керек:  







;3

,2

xy

yxx




   ,0)0( x   .1)0( y  

Шешуі: )(tx -нің кескінін )( pX  арқылы, ал )(ty -нің кескінін 

)( pY   арқылы белгілесек, онда 

).()0()()( ppXxppXtx   

1)()0()()(  ppYyppYty . 

Нəтижесінде,  







XpY

XpX

31

42  ;               






13

0)2(

pYX

YXp  

жүйесін аламыз. Оны Крамер ережесі бойынша шешеміз: 

;323)2(
3

1)2( 2 



 pppp

p

p  

;1
1

10
1 




p
        ;2

13

0)2(
2 




 p
p  

;
32

1
2

1








pp

X     
32

2
2

2









pp

p
Y . 
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Бұл бөлшектердің əрқайсысын қарапайым бөлшектердің 
қосындысына келтіреміз: 

à) 
31)3)(1(

1

32

1
2 











p

B

p

A

pppp
X ; 

).1()3(1  pBpA  

.25,0411  AAp  

.25,0413  BBp  

Сондықтан 
3

25,0

1

25,0
)(







pp
pX .  Бұл кескіннің түпнұсқасы 

tt eetxpX 325,025,0)()(  . 

á)  ;
31)3)(1(

2

32

2
2 














p

B

p

A

pp

p

pp

p
Y  

).1()3(2  pBpAp  

.75,0431  AAp  

.25,0413  BBp  

Сондықтан .
3

25,0

1

75,0
)(







pp
pY  Бұл кескіннің түпнұсқасы 

tt eetypY 325,075,0)()(   

                       

               Жауабы: 












tt

tt

eety

eetx
3

3

25,075,0)(

25,025,0)( . 
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ТИПТІК ЕСЕПТЕР 

 

1-есеп. Түбірдің барлық мəндерін табу керек. 

1.1. 4 1 .         1.2.  4

2

31 i
. 

1.3. 3 1 .                                  1.4.  3 i . 

1.5. 4 1 .         1.6. 4

2

31 i
. 

1.7. 3 1 .         1.8. 3 i .  

1.9. 4 16 .                             1.10. 4

32

31 i
.  

1.11. 3 8 .          1.12   3 8i . 

1.13. 4 16 .          1.14. 4

32

31 i
  

1.15.  3 8                                1.16. 3 8i .           

1.17. 4 16/1 .                        1.18. 4 388 i . 

1.19. 3 8/1 .         1.20. 3 8/i . 

1.21. 4 16/1 .                          1.22. 4 388 i .   

1.23. 3 8/1 .         1.24. 3 8/1 . 

1.25. 4 3128128 i . 1.26. 3 27 .  
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1.27. 4 256/1 .                       1.28. 4 3128128 i .  

1.29. 3 27/i .         1.30. 4 256 . 

1.31. 3 27i . 

 

          2-есеп. Алгебралық түрде жазу керек. 

2.1. sin(/4+2i).                         2.2. cos(/6+2i). 

2.3. Ln 6.                                    2.4. sh(2+i/4).  

2.5. ch(2+i/2).                            2.6. ln(1+i). 

2.7. sin(/3+i).              2.8. cos(/4+i).  

2.9. ln( 3 +i).                               2.10. sh(1+i/2).  

2.11. ch(1-i).               2.12. ln(1+ 3 i). 

2.13. ln(-1+i).               2.14. cos(/4-2i).  

2.15. sin(/2-5i).                           2.16. sh(3+i/4).  

2.17. ch(1+i/3).               2.18. ln(-1-i). 

2.19. sin(/6-3i).               2.20. cos(/3-3i). 

2.21. ln(1-i).                                  2.22. sh(1-i/3).  

2.23. ch(2-i/6).                2.24. 12i. 

2.25. sin(/3-2i).                2.26. cos(/6-i). 

2.27. i3i.                                         2.28. sh(2-i). 

2.29. (-i)5i.                2.30. (-1)4i. 

2.31. ch(3+i/4). 
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             3-есеп. Алгебралық түрде жазу керек. 

3.1. (-1+i 3 )-3i.                  3.2. arcsin 4.  

3.3. arch(-2).                                    3.4. arctg 






 
3

332 i
. 

3.5. arcth 





 

5

43 i
.                 3.6. arcctg 






 

5

34 i
. 

3.7. arth 






 
3

323 i
.               3.8. cos 






  i

2


.  

3.9. sh 





  i

2
1


.                           3.10. (-1-i)4i. 

3.11. sin(/4+i).              3.12. arch(3i). 

3.13. arctg 





 

5

43 i
.              3.14. arch 







 
7

338 i
.  

3.15. arcth 






 
7

833 i
.                3.16. arth 






 

5

34 i
.  

3.17. arctg 






 
7

332 i
.             3.18. arcth 









 
7

323 i
. 

3.19. arcccos(-5).             3.20. arsh(-4i).  

3.21. (- 3 +i)-6i.            3.22. ,sin
z

i
  мұндағы  z=

16

28
2 



i

.  

3.23. ,
1

ze  мұндағы  z=
4

24
2 



i .    3.24. arcctg .

7

332







  i
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3.25. arth 






 
7

323 i
.              3.26. arcth 






 

5

34 i
.  

3.27.  =ch iz, мұндағы z=/4+2i.      3.28. arctg 






 
7

833 i
.  

 3.29. arccos(-3i).              3.30. (4-3i)i. 

 3.31. (-12+5i)-i. 

 

         4-есеп. Теңсіздікпен берілген аймақты сызу керек   

4.1. |z-1|1, |z+1|>2. 4.2. |z+i|1, |z|<2. 

4.3. |z-i|2, Re z>1. 4.4. |z+1|1, |z+i|<1. 

4.5. |z+1|<1, |z-i|1. 4.6. |z+i|2, |z-i|>2. 

4.7. |z-1-i|1, Im z>1, Re z1.     

                                                       4.8. |z-1+i|1, Re z<1, Im z-1. 

4.9. |z-2-i|2, Re z3, Im z<1.      

                                                     4.10. |z-1-i|1, 0Rez<2, 0<Imz2. 

4.11 ,2 iz   .1Re0  z   

                                                    4.12 ,1 iz   .4/arg0  z  

4.13 ,2 iz   .2Im0  z  

                                               4.14 ,1 iz   .0arg4/  z  

4.15 ,11  iz   .4/arg z  

                                 4.16 ,2z   .4/)1arg(4/   z  
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4.17 ,1z   .4/)arg(  iz  

                                   4.18 ,21  iz   ,0Im z .1Re z  

4.19 ,21  iz   ,0Re z .1Im z  

                                        4.20 ,2z   ,1Re z 4/arg z  

4.21 1z   ,1Im1  z .2Re0  z  

                            4.22 ,11 z   ,0Im1  z .3Re0  z  

4.23 ,1 iz   .4/arg4/3   z  

                              4.24 ,1 iz   .4/)arg(2/   iz  

4.25 ,2zz   ,1Re z .1Im z  

                                          4.26 ,2zz   ,1Re z .1Im z  

4.27 ,21  zz   ,0Re z .1Im0  z  

                        4.28 ,11 z   ,4/arg z .4/)1arg( z  

4.29 ,1 iz   ,4/arg z .4/)1arg(  iz  

                            4.30 ,12  iz   ,3Re1  z .3Im0  z  

4.31 ,1Re z   .2Im z  

 

          5-есеп. Қисықтың трін анықтау керек 

5.1 .2sec3 tgtitz                    5.2 .3sec2 tgtitz   

5.3 .3sec tgtitz                    5.4 .sec34 titgtz   

5.5 .sec43 titgtz                     5.6 .sec24 titgtz   
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5.7 .3cos3 ctgtiectz                5.8 .2cos4 ctgtiectz   

5.9 .cos2 ectictgtz                 5.10 .cos3 ectictgtz   

5.11 .2223 tshitchz                 5.12 .3332 tshitchz   

5.13 .4445 tchitshz                 5.14 .5554 tchitshz   

5.15 .24
2

2
tthi

tch
z 

                
5.16 .42

4

4
tthi

tch
z   

5.17 .
5

5
5

tch

i
tthz 

                    
5.18 .

1
ictht

sht
z   

5.19 .
2

1
2

it
it

e
ez 

                     
5.20 .

2

1
3

it
it

e
ez   

5.21 .
1

2
it

it

e
ez 

                     
5.22 .

1
2

2
2

it
it

e
ez   

5.23 .
2

2

1

1

t

t
i

t

t
z









                  

5.24 .
)1(

1





tt

itt
z  

5.25 ).42(
11

1
i

t

t
i

t

i
z 








        

5.26 .
1

1

2

2

t

t
i

t

t
z








  

5.27 ).44(204 22  ttittz  

                                      5.28 ).12(52 22  ttittz  

5.29 ).4(122 22  ttittz  

                                                 5.30 ).54(2 2  ttitz  

5.31 ).12(32 22  ttittz  

 

         6-есеп. Берілген нақты  u(x, y)  немесе  жорамал  v(x, y) 

бөлігі жəне f(z0) мəні бойынша 0z  нүктесінің маңайында 
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аналитикалық  f(z) функциясын тұрғызу керек. 

6.1 .0)0(,22  fxyxu   6.2 .1)0(,13 23  fxyxu  

6.3 .0)0(),sincos(  fyxyyev x   

                                                   6.4 .0)0(,222  fyyxu  

6.5 .2)0(,cos
12




 fy
e

e
u

x

x

    
6.6 .1)1(  ,

22
if

yx

x
u 


  

6.7 .1)0(,sin   fyxev y

      6.8 .1)0(,cos ifyev x   

6.9 .1)0(,
)1( 22




 f
yx

y
v   

                                                 6.10 .2)1(,
22




 f
yx

y
yv

 
 

6.11 .1)0(,cos   fxeu y       6.12 .0)0(,2  fxyyu  

6.13 .)0(,1222 ifxyxv      

6.14 .1)0(,1222  fxyxu  

6.15 .0)0(,3 32  fyyyxv        

6.16 .0)0(,2  fyxyv  

6.17 .1)0(,3 32  fyyxv             

                                     6.18 .0)0(),sincos(  fyyyxeu x  

6.19 .0)0(,22  fxxyv     

6.20 .1)0(,sin1 ifeyu x   
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6.21 .2)0(,sin
12




 fy
e

e
v

x

x

  

6.22 .1)1(,1
22

if
yx

y
v 


  

6.23 .1)0(,cos   fxxeu y     6.24 .1)0(,sin   fxev y  

6.25 .1)0(,
)1(

1
22





 f

yx

x
u   

                                            6.26 .2)1(,)/( 22  fxyxxu  

6.27 .0)0(,22  fxyxv     6.28 .)0(,22 ifyxyu   

6.29 .1)0(,22  fyxyv   

                                                6.30 .0)0(,3 23  fxxyxu  

6.31 .0)0(,2  fxxyv  

 

       7-есеп. Комплек айнымалды функцияны берілген  

                   қисық бойынша интегралдау керек. 

7.1  
AB

BA izzxyABdzz }.1,0;{:    ; 22       

7.2  
L

z zzLdzez }.0Re;1{:   ;)1(  

7.3 
AB

dzz ;Im 3  ,22,0 izz BA   AB кесінді. 

7.4  
AB

BA izzdzzz ,1,1   ;)17( 2   AB кесінді.  
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7.5  
ABC

CBA izizzdzz ,1,1,0  ; ABC сынық сызық. 

7.6  
AB

BA izzdzzz ,,1  ;)1412( 35 AB кесінді. 

7.7  
AB

BA izzdzz ,1,0  ;2

 

AB кесінді. 

7.8  
ABC

CBA
z zzizdzez ,0,1,  ;

43 ABC сынық сызық. 

7.9  
ABC

CB zzzzABdz
z

z
,2,1  },0Im,1{:;Re
 

                                                               

BC кесінді. 

7.10  
ABC

CBA izzzdzzz ,,1,0  ;)cos( 2

 

                                                         ABC сынық сызық. 

7.11  
L

zzLdz
z

z
}0Re,21{  :  ; аймағының шекарасы. 

7.12  
ABC

CBA izzzdzizchz ,,1,0  ;)cos( ABC сынық 

сызық. 

7.13  
L

zzLdzzz }.0Re,4{:;  
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7.14  
L

zzLdzzchz }.0Im,1{:;)(  

7.15  
L

zRzLdzzz }.0Im,{:;Re 2  

7.16  
AB

BA izzxyABdzzz }.1,0;{:;)23( 22  

7.17  
L

zRzLdzzz }.0Im,{:;Re 2  

7.18  
ABC

CBA izizzdzz ,,1,0  ;)1( 2 ABC сынық 

сызық. 

7.19  
AB

BA
z zizzdze ,0,1  ;Im

2

AB кесінді. 

7.20  
L

zzLdzziz }.0Re,1{:;)(sin  

7.21  
AB

BA izzdzzz ,21,0  ;Re 2 AB кесінді. 

7.22  
AB

BA izzxyABdzz }.1,0;{:;)12( 3  

7.23  
ABC

CB zzzzzABdzzz ,0,1  },0Im,0Re,1{:  ;
  

                                                                      

BC кесінді. 
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7.24  
L

zzLdzziz }.0Im,1{:;)3(cos 2  

7.25  
L

zzLdzz }.4/5arg4/3,2{:;   

7.26  
ABC

CBA izizzdzz ,,1,0  ;)1( 9

 

                                                             

ABC сынық сызық. 

7.27 
Rz

dzz
i

.
2

1
 

7.28  
ABC

CBA izzzdzzz ,2,1,0  ;)(sin 5

 

                                                           ABC сынық сызық. 

7.29  
AB

BA izzdzzz ,1,0   ;Im 2

 

AB кесінді. 

7.30  
L

zzLdzzz }.0Re,1{:;)sin( 3

  

7.31  
L

zzLdzzz }.0Im,1{:;  

          8-есеп. Берілген функцияның z дəрежесі бойынша  

                       барлық Лоран қатарларын табу керек. 

8.1 .
2

2
23 zzz

z




                                  8.2 .

2

4
234 zzz

z



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 8.3 .
932

183
23 zzz

z




                               
8.4 .

82

162
234 zzz

z




       

 8.5 .
2552

505
23 zzz

z




                              
8.6 .

183

363
234 zzz

z




 

8.7 .
4972

987
23 zzz

z




                             8.8 .
324

644
234 zzz

z




   

8.9 .
8192

1629
23 zzz

z




                             
8.10 .

505

1005
234 zzz

z




    

8.11 .
121112

24211
23 zzz

z




                         8.12 .
726

1446
234 zzz

z




 

8.13 .
169122

33813
23 zzz

z




                       8.14 .
987

1967
234 zzz

z




   

8.15 .
225152

45015
23 zzz

z




                      
8.16 .

1288

2568
234 zzz

z




     

  8.17 .
2

2
32 zzz

z




                              8.18 .
2

4
432 zzz

z




 

8.19 .
239

183
32 zzz

z




                            8.20 .
28

162
432 zzz

z




        

  8.21 .
2525

505
32 zzz

z




                       
8.22 .

318

363
432 zzz

z




    

  8.23 .
2749

987
32 zzz

z




                       8.24 .
432

644
432 zzz

z




 

8.25 .
2981

1629
32 zzz

z




                         8.26 .
550

1005
432 zzz

z




       

  8.27 .
211121

24211
32 zzz

z




                   
8.28 .

672

1446
432 zzz

z




   



200 
 

 8.29 .
213169

33813
32 zzz

z




                   8.30 .
798

1967
432 zzz

z




 

8.31 .
215225

45015
32 zzz

z




 

 

           9-есеп. Берілген функцияның z-z0  дəрежесі бойынша 

                         барлық Лоран қатарларын табу керек. 

9.1 .21,
)1(

1
0 iz

zz

z





                          9.2 .32,
)1(

1
0 iz

zz

z





 

9.3 .23,
)1(

1
0 iz

zz

z





                       9.4 .2,
)1(

1
0 iz

zz

z





 

9.5 .31,
)1(

1
0 iz

zz

z





                          9.6 .2,
)1(

1
0 iz

zz

z





 

9.7 .21,
)1(

1
0 iz

zz

z





                     9.8 .32,
)1(

1
0 iz

zz

z





 

9.9 .2,
1

3
02

iz
z

z





                            9.10 .3,
1

3
02

iz
z

z





 

9.11 .32,
1

3
02

iz
z

z





                       9.12 .22,
1

3
02

iz
z

z





 

9.13 .2,
1 02

iz
z

z



                           9.14 .21,

1 02
iz

z

z



 

9.15 .3,
1 02

iz
z

z



                         9.16 .23,

1 02
iz

z

z



 

9.17 .22,
)3)(1(

2
4 0 iz

zz

z





   
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9.18 .31,
)3)(1(

2
4 0 iz

zz

z





  

9.19.
)3)(1(

)2(4



zz

z
 , z 0 =-3-i.          9.20.

)3)(1(

)2(4



zz

z
, z 0 =-2+1. 

9.21. 
)3)(1(

)2(4



zz

z
 , z 0 =-1-2i.        9.22. 

)3)(1(

)2(4



zz

z
 , z 0 =3+i. 

9.23. 
)3)(1(

)2(4



zz

z
 , z 0 =2-2i.        9.24. 

)3)(1(

)2(4



zz

z
 , z 0 =-2-i. 

9.25. 
4

2
2 z

z
, z 0 =-1-3i.                    9.26. 

4

2
2 z

z
, z 0 =-3+2i. 

9.27. 
4

2
2 z

z
, z 0 =2+3i.                              9.28. 

4

2
2 z

z
, z 0 =3+2i. 

9.29. 
4

2
2 z

z
, z 0 =-1+3i.                             9.30. 

4

2
2 z

z
, z 0 =2+2i. 

9.31.
  4

2
2 z

z
, z 0 =3-2i. 

 

         10-есеп.   Берілген функцияның z0  дəрежесі бойынша 

                          барлық Лоран қатарларын табу керек. 

10.1. 
2

1
cos

z
z , z 0 =2.                     10.2. 

1
sin

z

z
, z 0 =1. 

10.3. )5/( zzze , z 0 =5.                      10.4. 
2

22
sin




z

z
 , z 0 =-2. 

10.5. 
iz

z


3

cos , z 0 =i.                           10.6.
iz

z

2

5
sin


 , z 0 =2i. 
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10.7.
iz

iz




3

3
sin  , z 0 =-i/3.                    10.8.

1

3
cos

z

z
z  , z 0 =1. 

10.9.
1

sin
z

z
z  , z 0 =1.       10.10. 

z

z
z

)3(
cos)3(





, z 0 =0. 

10.11.
z

z
z

1
sin2   , z 0 =0.         10.12. 

iz

z
z

2
cos


, z 0 =-2i. 

10.13.
2

2

)2(

4
cos




z

zz
 , z 0 =2.                10.14. 

iz

iz




sin , z 0 =i. 

10.15.
3

sin
z

z
 , z 0 =3.                        10.16. 2

1

zze  , z 0 =2. 

10.17. 3z

z

e , z 0 =3.                          10.18.
4

2
sin

z

z
 , z 0 =4. 

10.19.
2

2

)2(

4
sin




z

zz
, z 0 =2.                  10.20.

2

2

)1(

24





z

zz

e  , z 0 =1. 

10.21. 
2)( azze 



, z 0 =a.                        10.22. 

z

z

ze , .0 z  

10.23.
z

z
z

2
sin

  , z 0 =0.          10.24. 
1

3
cos




z

z
z  , z 0 =1. 

10.25.
z

z
z

3
sin2 

 , z 0 =0.          10.26.
2

2

)1(

2
sin




z

zz
z  , z 0 =1. 

10.27.
3

cos
z

z
z  , z 0 =3.            10.28. 

2

1
sin




z

z
z  , z 0 =2. 

10.29. 
5

cos
z

z
z , z 0 =5.               10.30.

4z

z

ze  , z 0 =4. 
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10.31. 
az

z
z




sin , z 0 =a. 

 

              11-есеп. Берілген функцияның z = 0 ерекше  

                            нүктесінің түрін анықтау керек. 

11.1.
6/sin

1
3

9

zzz

e z




.                 11.2.
2/73 zez .   

11.3.
2/1cos

68sin
2zz

zz




.                11.4.
6/

17cos
3zzshz

z




.                

 11.5.
2/1

66
2zchz

zzsh




.                        11.6.
ze

zch
z 


1

15
.  

11.7.
2

6
sin

z
z .                                  11.8.

6/sin

1
3zzz

e z




.  

11.9.
2/1cos

sin
2

22

zz

zz




.                    11.10. 
6/

1cos
3

2

zzshz

z




.             

11.11.
2/1

1
2

5

zchz

e z




.                     11.12.
ze

zz
z 


1

44sin
. 

11.13.
2

4 5
cos

z
z .                            11.14.

6/sin

13cos
3zzz

z




.  

11.15.
2/1cos

22
2zz

zzsh




.                  11.16.
6/

12
3zzshz

zch




.               

11.17.
2/1 2

3

zchz

e z


.                     11.18.

3/4 zze  . 

11.19.
ze

zz
z 


1

sin 33

.                         11.20.
6/sin

1cos
3

3

zzz

z




.  
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11.21. 
2/1cos

1
2

7

zz

e z




.               11.22.
6/

66sin
3zzshz

zz




.                 

11.23.
3

3
sin

z
z .                             11.24.

2/1

15cos
2zchz

z




. 

11.25. 
ze

zzsh
z 


1

44
.                        11.26.

6/sin

13
3zzz

zch




.  

11.27.
2/1cos

1
2

4

zz

e z




.              11.28.
6/

sin
3

44

zzshz

zz




.               

   11.29.
3

2
cos

z
z .                           11.30.

2/1

2/cos
2

4

zchz

z


. 

11.31.  ).1/()1(
5

zee zz   

 

      12-есеп.  Берілген функцияның ерекше нүктелерін тауып,  

                     олардың түрлерін анықтау керек. 

12.1. )./1sin(/2/1 ze                                12.2. zcos/1 .         

12.3. ztg 2 .                                               12.4. zztgze /1 .                             

 12.5.
23 )1(

1




zz

e z

.                                    12.6. 
)4()(

1
22

2



ziz

z
. 

12.7.
zz

zz

2sin
2

sin)(


.                               12.8.
z

tg
1

.     

12.9. 
z

ctg
1

.                                              12.10.
1

1

ze
.                       
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12.11. zctg .                              12.12.
3)1(

sin

z

z
. 

12.13. 
2sin

1

z
.                            12.14.

)(sin

sin33sin

zzz

zz




.   

12.15.
ze

1

1

1
2




.                        12.16. 
z

e z

sin

1
.                 

12.17. thz .                                    12.18.
)cos1(

sin
3 zz

z


. 

12.19. 
3

/1

)1)(1( ze

e
z

z


.                12.20.

22

1
sin

1

zz
 .       

 12.21.

2

1
cos)4( 22

2




z
z

z
.                      12.22.

z
z

1
sin2 .                    

12.23.
1

2
cos

4 z

z


                            
12.24.

23 )1(

sin

z

z
. 

12.25.
)cos1(

sin3

zz

z


.                    12.26.

zz
ctg

11
 .       

12.27. ze
zz

z /1
3

2

)1(

3sin


.                  12.28.

)1)(14(

cos
22  zz

z
.      

12.29.
)cos1(

3sin

zz

z


.                    12.30.

)1(

2sin2
22 


zz

zz
. 

12.31. ze
z

z /1
4 1

sin




. 
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            13-есеп.  Интегралды есептеу керек. 

13.1. 
 2/1

2 )1(z zz

dz
.                      13.2. 

 4/51
2 )1(

2

iz zz

dz
. 

13.3. 
 2/3

2 )4(iz zz

dz
.                 13.4. 

 


1 )2(

sin2

z

dz
izz

z
. 

13.5. 
 2/13 sinz

z

z

dze
.                    13.6. 





22/3 sin

)2(sin

z

dz
z

zz
. 

13.7. 
 31 sinz

z

z

dzze
.                     13.8. 





22/3 sin

12

z z

dzzz
. 

13.9. 




3/14/1

2

2sin

)1(

z z

dzzz


.         13.10. 





12/1 sin

)(

z z

dziziz


. 

13.11. 
 



13
2 )(

)23(sin

z zz

dzz


.           13.12. 

 


12/1 )1(

)1(

z

z

zz

dze
. 

13.13. 




1 3sin

)2(

z

zi

zi

dze
.                  13.14. 

 


32
22

2 )1(cos

z z

dzz


. 

13.15. 




2/31 sin

)2ln(

z z

dzz
.             13.16. 

 


16
22

3

4

)2(sin

z z

dzz


. 

13.17. 
 



2/11
24

)2(

z zz

dztgz


.             13.18. 

 


12/3
2

2

2

)3(cos

z zz

dzz


. 

13.19. 
 



21
2

2

2

)3(sin

z zz

dzz


.           13.20. 

 



4/1 )
4

sin(

)ln(

z zz

dzez


. 
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13.21. 
 



2/

2

)(sin

)3(

 z zz

dzzz
.          13.22. 

 


1

3

)(2sin

)(

z zz

dziz


. 

13.23. 




21 2sin

)(

z z

dzzz 
.                 13.24. 

 


2
2

2 )2sin(

z zz

dzzz


. 

13.25. 
 



12/3 )(3sin

)(

z zz

dzzz




.        13.26. 
 22/3 )

3
)((

sin

z zzz

zdz


.          

13.27. 








z zi

dzz

sin

)( 22

.                13.28. 
2

2

cos

sin

z zz

zdz
. 

13.29. 
 2

2

sin

cos

z zz

zdz
.                 13.30. 

 



22/3

3

)(
2

sin

)2sin(

z z
z

dzzz


. 

13.31. 
 



21 2

2

3
sin)4(

)1(

z
z

z

dzz
. 

 

                  14-есеп.  Интегралды есептеу керек. 

14.1. dz
z

z

z





1
3

2 1cos
.                          14.2. dz

z

zz

z





2/1
3

32

4

32
. 

14.3. dz
z

e

z

z






3

1 1
.                            14.4. dz

z

z

z

 2

3

cos1

sin
. 

14.5. dz
z

zzz

z





3/1
2

32

2

4321
.        14.6. dz

z

z

z





2
2

2cos1
. 
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14.7. dz
z

zz

z





1
4

34 523
.                  14.8. dz

z
z

z





3

1
sin1

. 

14.9. dz
z

e

z

z






2/1
3

2 1
2

.                     14.10. dz
z

zz

z





3/1
3

4423
. 

14.11. dz
z

zz

z





2
42

sin
.                    14.12. dz

z

zz

z





1
4

23

2

13
. 

14.13. dz
z

zz

z





3/1
6

35 134
.             14.14. dz

z

ze

z

z






1
2

2

. 

14.15. dz
z

iz

z





1
3

1cos
.                        14.16. dz

z

iz

z





1
3

1cos
. 

14.17. dz
z

zz

z





3/1
4

54 321
.               14.18. dz

z

zz

z





3
3

2 cos
. 

14.19. dz
z

zzz

z





2/1
4

35 53
.                 14.20. dz

z

zz

z





2
4

sin
. 

14.21. dz
z

z

z





3
4

2 1cos
.              14.22. dz

z

zz

z





2/1
5

43 532
. 

14.23.  .
1

1||
3

1

dz
z

zze

z

z





             4.24. .sin

2||
2

2 dz
z

i
z

z



 

14.25. .
2

32

2/1||
6

24

dz
z

zz

z




             14.26. .

1

1||
3

dz
z

e

z

iz





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14.27. .
2

31

3/1||
3

64

dz
z

zz

z




  14.28. 

2||

3 .
2

cos
z

dz
z

i
z  

14.29. .
sin

3/1||
2

dz
z

ze

z

z





      14.30. .

2

232

3||
5

23

dz
z

zz

z




 

14.31. .
1

1||

/12 2

dz
z

ez

z

z





 

            

15-есеп.  Интегралды есептеу керек. 

 

15.1. 
 



2,0||
222

.
3sin3

z

dz
zshz

zz




  15.2. 




1|| 4
94

2

.
2/913cos

z

dz
zshz

zz
  

15.3. 




5,0|| 3
22

.
sin

22
2

z
z

dz
z

zzsh




       

15.4. 




2|| 8
94

2

.
sin

2/913

z
z

dz
z

zzch
 

15.5. 




5,0||

2

2

.
4

21

z

z

dz
izzsh

ze
 15.6. 





4,0||

4

.
2

7cos

z

z

dz
zzsh

ze


 

15.7.  
 2,0||

8

.
4sin

4

z

z

dz
zz

zche


  15.8. .

5sin

3cos

1,0||

2
dz

zz

zchz

z






 

15.9. 




1||

3
.

2

3sin3

z

dz
zshz

zzsh
 15.10. 





05,0||

3

4

.
16

4sin1

z

z

dz
zshz

ze
 

15.11. 




1||

22
.

2

6sin6

z

dz
zshz

zz
 15.12. 





2|| 3
44

2

.
814cos

z
z

dz
shz

zz
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15.13. 




5||
22

.

6
sinz

dz
z

z

zzsh



 15.14. 




1|| 3
84

2

.
sin

184

z
z

dz
z

zzch
 

15.15. 




9,0||

2

3

.
31

z

z

dz
zsh

ze


 

 15.16. 




5,0||

6

.
4

8cos

z

z

dz
zzsh

ze
 

15.17. 




1||

7

.
2sin

5

z

z

dz
izz

zche
  15.18. 





5,0||

2
.

5sin

4cos3

z

dz
zz

izzch
 

15.19. 






2||

3
.

3sin3

z

dz
izshz

zzsh
 15.20. 





5,0||

2

5

.
5

5sin1

z

z

dz
zshz

ze
 

15.21. 




2||

22
.

33sin

z

dz
izshz

zz
 15.22. 





2|| 3
4

2

.
212cos

z
z

dz
shz

zz


 

15.23. 




5|| 3
22

.
sin

22

z
z

dz
z

zzsh

           

15.24. 




1|| 3
24

2

.
sin

212

z
z

dz
z

zzch


 

15.25. 




4,0||

2

2

.
2

21

z

z

dz
zzsh

ze


 15.26. 





3,0||

2

4

.
8

4sin1

z

z

dz
izshz

ze
 

15.27. 




5,0||

5

.
sin

6

z

z

dz
zz

zche


 15.28. 





2,0||

2
.

8sin

2cos2

z

dz
zz

zzch
 

15.29. 




4|| 3
3

.
sin

z
z

dz
shz

izshiz
 15.30. 





3,0||

2

3

.
3

3sin1

z

z

dz
zshz

ze


 

15.31. 




5,0||

2

.
9cos

z

z

dz
izzsh

ze


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    16-есеп.  Интегралды есептеу керек. 

16.1. 
   























3||

2/2
24 .

42

sin4

iz

z
i

z

dz
ie

i

iziz 

 
  

16.2. 
















2|6|

2
.

)3()5(

5/cos2
6

1

z

dz
zz

z
ze z


 

16.3. 






















3||

2
24

2/
.

)4()2(

2

iz

i
iz

z
dz

iziz

sh

ie






 

16.4. 

















2|2|

2
.

)1()1(

)2/sin(2

2

1

z

dz
zz

z

z
zch


 

16.5. 






















2|2|

2/2
22 .

1)24()22(

cos2

iz

z
i

z

dz
eiziz 

 
 

16.6. 

















2|3|

2
.

)2(

)4/(4

3
z

dz
zz

izsh

z

i
zsh


 

16.7. 






















2|5|

2
51

2/
.

)53()51(

8

iz

i
iz

z
dz

iziz

ch

ie

i





 

16.8. 

















2|4|

2
.

)1()3(

)6/sin(2

4

1
cos

z

dz
zz

z

z
z


 

16.9. 






















2|7|

2/2
142 .

)73()71(

sin2

iz

z
i

iz

dz
ieiziz 

 
 

16.10. 

















2|5|

2
.

)2()4(

)4/(2

5

1
sin

z

dz
zz

izch

z
z


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16.11. 






















2|3|

2
31

2/
.

)33()31(

cos2

iz

i
z

z
dz

izizie

i





 

16.12. 
















2|1|

2
.

)4()2(

2/cos2
1

2

z

dz
zz

z
ze z


 

16.13. 






















2||

2/2
22 .

3

)3()1(

sin2

iz

z
i

z

dz
ie

i

iziz 

 
 

16.14. 

















2|2|

2
.

)5()3(

3/cos2

2

3

z

dz
zz

z

z
zch


 

16.15. 






















2|7|

2
71

2/
.

)73()71(

8

iz

i
iz

z
dz

iziz

ch

ie

i





 

16.16. 

















2|3|

2
.

)6()4(

8/sin2

3

1

z

dz
zz

z

z
zsh


 

16.17. 






















2|3|

2/2
62 .

)33()31(

4

iz

z
i

iz

dz
ieiziz

sh


 
 

16.18. 














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           17-есеп.  Интегралды есептеу керек. 

17.1.  
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sin32 t
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  17.2.  
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 



t

dt
                                          

17.13.   

2

0 sin324 t

dt
.          17.14.  

2

0 sin53 t

dt
 

17.15.   

2

0 sin246 t

dt
.         17.16.  

2

0 sin53 t

dt
 

17.17.   

2

0 2sin3 t

dt
.                      17.18.  

2

0 sin53 t

dt
 



215 
 

17.19.   

2

0 5sin62 t

dt
.                    17.20.  

2

0 sin53 t

dt
 

17.21.   

2

0 7sin34 t

dt
.                    17.22.  

2

0 sin53 t

dt
 

17.23.   
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17.27.   

2

0 3sin5 t

dt
.                     17.28.  
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18-есеп.  Интегралды есептеу керек. 
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18.5.  
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
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
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. 
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

2
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


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



2
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18.10.  

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. 

18.11.  




2
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2)cos53( t
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18.12.  




2
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2)cos223( t
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18.13.  




2
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2)cos722( t
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



2
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
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2
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. 
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18.27.  
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

2
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



2
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. 
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2
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2

0
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0
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                 19-есеп.  Интегралды есептеу керек. 

19.1.  dx
xx

xx



 


910

2
24

2

.                 19.2  dx
x

x



 


22 )4(

1
. 

19.3.  


  24 )1(x

dx
.                        19.4.  



  )16()4( 222 xx

dx
. 

19.5.  


  22 )1( xx

dx
.                19.6.  



  222 )9)(4( xx

dx
. 

19.7.  


  910 24 xx

dx
.              19.8.  



  2222 )4()9( xx

dx
. 

19.9.  


  22

2

)3(x

dxx
.                   19.10.  



  222 )3)(2( xx

dx
. 

19.11.  


  222 )1)(9( xx

dx
.         19.12.  dx
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x



 

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2

)1(

1
. 

19.13.  


 

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2

)134(

1

xx

x
.           19.14.  dx

x

x



  22

2
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19.15.  


  )4()1( 222 xx

dx
.          19.16.  dx

xx

x



 

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5
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19.17.  


  32 )1( x

dx
.                    19.18.  dx

xx

x



 


22

2

)2910(

3
. 

19.19.  


  2222 )5()1( xx

dx
.         19.20.  



  127 24 xx

dx
. 

19.21.  dx
x

x



 


22

2

)9(

4
.                   19.22.  



  52 )1(x

dx
. 

19.23.  


  2222 )10()2( xx

dx
.      19.24.  dx

xx

x



 


22

2

)178(

1
. 

19.25.  dx
x

x



 


22

2

)4(

10
.                    19.26.  



  42 )1(x

dx
. 

19.27.  


  2222 )15()3( xx

dx
.        19.28.  dx

xx

x



 

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2
24

2

. 

19.29.  


  22 )2910( xx

dx
.            19.30.  dx

x

x



  22

2

)11(
. 

19.31.  


  )16()1( 222 xx

dx
. 

 

                20-есеп.  Интегралды есептеу керек. 

20.1.  dx
x

xx



0
22 )4(

3sin
.                  20.2.  dx

x

xx



 


22 )9(

sin)1(
. 
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20.3.  dx
x

x



  22 )1(

2cos
.                 20.4.  dx

x

xx



  22

2

)1(

cos
. 

20.5.  dx
xx

xx



 

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


  )9)(1(

)2/sin(
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. 

20.7.  dx
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


 

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2

.        20.8.  dx
x
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


 

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3
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)2/cos()2(
. 

20.9.  dx
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


 

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2
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

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   20.11.  dx
x
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


 


22 )4(

sin2sin
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x


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222

. 
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xx

xx


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sin
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3
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


 

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. 

 20.15.  dx
x

xx



  22 )1(

sin
.              20.16.  dx

x

x



0
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2cos
. 

20.17.  dx
x

x



0
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cos
.                  20.18.  dx
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x



0
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cos
. 

20.19.  dx
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
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sin
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 20.25.  
 



 
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2
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20.27.  
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 
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21-есеп. Түпнұсқаның берілген сызбасы бойынша L кескінін 

табу керек. 
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22-есеп. Берілген L-кескіні бойынша түпнұсқаны табу керек.  
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23-есеп. Дифференциалдық теңдеудің  y(0)=0, y’(0)=0 алғашқы   

              шартты қанағаттандыратын шешімін табу керек. 
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24-есеп. Амалдық əдіспен Коши есебін шешу керек. 

 24.1. '' 6 - ,    (0) 3,   '(0) 1.y y e t y y     

24.2.  2''- ' ,  (0) 0,   '(0) 1.y y t y y    

24.3.  2'' ' 2 ,    (0) 0,   '(0) 1.y y t t y y      

24.4.  ''- cos3 ,    (0) 1,   '(0) 1.y y t y y    
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24.5.  '' ' 7 2 ,    (0) 1,   '(0) 4.y y y e t y y      

24.6.  '' '- 2 -2( 1),    (0) 1,   '(0) 1.y y y t y y      
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25-есеп. 

1-8-нұсқалар 

   Массасы m тең нүкте  x   ығысуына пропорционал жəне 

қарама-қарсы бағытталған F=-kx  қалыптастырушы күші мен R= r    

кедергі күшінің əсерінен түзу сызық бойымен қозғалады. t=0 уақыт 

кезеңінде өзінің тепе-теңдік қалпынан х0 қашықтықта жəне 

жылдамдығы  0 тең болды.   х=х(t) қоғалыс заңдылығын табу 

керек. 

25.1. k=m, r=2m, x0=1 м,  0=0. 

25.2 k=m, r=2m, x0=1м,  0=м/с. 

25.3 k=5m, r=2m, x0=1м,  0=0. 

25.4 k=5m, r=2m, x0=1м,  0=1 м/с. 

25.5 k=5m, r=4m, x0=2 м,  0=1 м/с. 

25.6 k=5m, r=4m, x0=1 м,  0=0. 

25.7 k=3m, r=2m, x0=1м,  0=0. 

25.8 k=3m, r=2m, x0=1м,  0=1м/с. 

9-16-нұсқалар 

  Массасы m тең нүкте координат бас нүктесінен   жүрілген 

қашықтыққа пропорционал болатын  F=kx күш əсерінен түзу 

сызықпен қозғалады.   Нүктеге ортаның   жылдамдығына 

пропорционал R=r  кедергі күші əсер етеді. t=0  кезінде нүктенің 

координат бас нүктесінен қашықтығы – х0, ал жылдамдығы – 0.     

   х=х(t) – қозғалыс заңдылығын табу керек. 

25.9.   k=2m, r=m, x0=1м,  0=0. 
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25.10. k=2m, r=m, x0=1 м,  0=1м/с. 

25.11. k=3m, r=2m, x0=1 м, 0=1м/с. 

25.12. k=3m, r=2m, x0=1 м,  0=2 м/с. 

25.13. k=4m, r=3m, x0=2 м,  0=0. 

25.14. k=4m, r=3m, x0=1 м,  0=1м/с. 

25.15. k=5m, r=4m, x0=1 м,  0=1м/с. 

25.16. k=5m, r=4m, x0=1 м,  0=2м/с. 

 

17-24-нұсқалар 

      Массасы m тең материалдық нүкте (координат басынан)  x-

қашықтығына пропорционал жəне координат басына қарай 

бағытталған F=-kx  қалыптастырушы күшінің жəне f=Acost  

ауытқушы күшінің əсерінен  түзу сызықты тербеліс жасайды. 

Бастапқы уақытты  х(0)= х0,     (0)= 0  деп алып,   х=х(t) – қозғалыс 

заңдылығын табу керек. 

k=m, A=2m, x0=0, 0=0. 

25.17. k=m, A=m, x0=0,  0=1 м/с. 

25.18. k=m, A=2m, x0=1м,  0=0. 

25.19. k=m, A=m, x0=1м,  0=0,5 м/с. 

25.20. k=9m, A=8m, x0=1м,  0=0. 

25.21. k=9m, A=4m, x0=0,  0=0. 

25.22. k=9m, A=8m, x0=0,  0=3 м/с. 

25.23. k=9m, A=m, x0=1/8 м,  0=3 м/с. 
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25-31-нұсқалар 

Массасы m тең материалдық нүкте   жылдамдығына 

пропорционал R=k  кедергі күші əсер етеді.  Егер нүктенің 

бастапқы жылдамдығы  0   болса, онда ол шектеусіз уақыт ішінде 

қанша қашықтыққа орын ауыстыралы? 

25.24. k=2m,  0=10м/с.    25.26. k=
3

m
,  0=5 м/с.  

25.27.  k=3m,  0=6 м/с.     25.28. k=m,  0=7 м/с. 

25.29.  k=m/2,  0=6 м/с .   25.30. k=0,1m,  0=1 м/с. 

25.31. k=10m,  0=1 м/с. 

 

26-есеп. Алғашқы шарттармен берілген дифференциалдық 

теңдеулер жүйесін шешу керек. 
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26.21. 

.1)0(,1)0(

;2

,23









yx

yxy

yx





 26.22. 

.1)0(,0)0(

;32

,14









yx

yxy

yxx





 

26.23. 

.1)0(,2)0(

;132

,2









yx

yxy

yx





   26.24. 

.0)0(,1)0(

;3

,22









yx

xy

yxx





 

26.25. 
.0)0(,1)0(

;2

,34









yx

yxy

xx





   26.26. 

.0)0(,1)0(

;2

,3









yx

xy

yx





 

26.27. 
.1)0(,0)0(

;1

,33









yx

yxy

yxx





   26.28. 

.1)0(,0)0(

;1

,23









yx

yxy

yxx





 

26.29. 

.0)0(,2)0(

;13

,3









yx

xy

yx





   26.30. 

.0)0(,1)0(

;

,3









yx

yxy

yxx





 

26.31. 

.1)0(,0)0(

;3

,2









yx

xy

yxx




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Бақылау жұмысына арналған тапсырмалар. 
 

Комплекс айнымалды теориялар функциясы 
 

1. 
1. Комплекс санды алгебралық түрде жазу керек. 
2. Берілген шартты қанағаттандыратын нүктелер жиынын 

комплекс жазықтықта бейнелеу керек. 
3. Комплекс санды тригонометриялық жəне көрсеткіштік 

түрлерде жазу қажет. 
4. Есептеу қажет.  
5. Теңдеудің түбірлерін тауып, оларды комплекс жазықтықта 

көрсету керек. 
 
1-нұсқа                                                        2-нұсқа 

 
      
         3-нұсқа                                             4-нұсқа 
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           5-нұсқа                                             6-нұсқа 

 
 
              7-нұсқа                                             8-нұсқа 

 
                   
           9-нұсқа                                             10-нұсқа 
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        11-нұсқа                                             12-нұсқа 

 
                   
              13-нұсқа                                             14-нұсқа 

 
 

15-нұсқа                                             16-нұсқа 
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17-нұсқа                                             18-нұсқа 

 
 

19-нұсқа                                             20-нұсқа 

 
 

21-нұсқа                                             22-нұсқа 
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23-нұсқа                                             24-нұсқа 

 
 

             25-нұсқа 

 
 
(1-бақылау жұмысындағы 5-тапсырманы келесі №1-20- 

тапсырмаға ауыстыруға болады)   
№ 1-20-теңдеуді шешу жəне оның түбірлерін комплекс 

жазықтықта бейнелеу керек 
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2. 
 

№21-40.  Берілген  ;u x y    (  ;v x y )  функциясы қандай 

да бір аналитикалық функцияның нақты (жорамал) бөлігі 

болатынын тексеру керек. Белгілі  ;u x y – нақты немесе  

 ;v x y – жорамал бөлігі жəне  0f z  мəні бойынша 

0z нүктенің маңайында аналитикалық  f z функциясын 

тұрғызу керек. 
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№ 41-60.  Берілген функцияны көрсетілген аймақта Лоран 
қатарына жіктеу керек: 

 

 

 



245 
 

 
 

3. 
 

1 Келесі функциялардың барлық ақырлы жəне ақырсыз 
нүктелердегі шегерімдерін табу керек. Ерекше нүктелердің 
сипатын беру қажет. 

2. D -тұйық контур бойынша интегралдардарды есептеу 
керек. 

3. Меншіксіз интегралдарды есептеу қажет. 
 

1-нұсқа                                             2-нұсқа 
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3-нұсқа                                             4-нұсқа 

 
 

5-нұсқа                                             6-нұсқа 
 

 
 

7-нұсқа                                             8-нұсқа 
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            9-нұсқа                                             10-нұсқа 

 

 
 

11-нұсқа                                             12-нұсқа 
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13-нұсқа                                             14-нұсқа 
 

 

 
 
 

         15-нұсқа                                            16-нұсқа 
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17-нұсқа                                            18-нұсқа 
     

 
 
 
 

19-нұсқа                                            20-нұсқа 
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21-нұсқа                                            22-нұсқа 
 

 

 

 
 
 

23-нұсқа                                            24-нұсқа 
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25-нұсқа                                            26-нұсқа 
 

 
 
 

27-нұсқа                                            28-нұсқа 
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Амалдық қисап  
 

Бақылау жұмысы 
 

№ 4  
1. Берілген функция түпнұсқа бола ала ма? 
2. Түпнұсқаның L бейнесін табу керек.  
3. L бейнеге сəйкес түпнұсқаны табу қажет.  
4. Интегралды есептеместен, оның L бейнесін  табу 

керек.  
5. Интегралды есептеу қажет.  
6. Коши есебінің шешімін табу керек.  
7. Дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешу қажет.  

 
 

1-нұсқа 
 
 1.  0( ) 3 ( )tf t t   

 2.    sin 2
sin 2 cos3 ;

t
f t t t

t
   

  3.  
  2

2 7
;

1 3

p
F p

p p p




 
 

  4. 
0

sin 2
t

e d    

   5.  
0
sin cos

t
t d    

   6.     22 5 4; 0 1; 0 0x x x t t x x           

   7.     
2 5

0 0; 0 1
2 3

x x y t
x y

y x x t

    
     
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2-нұсқа 
  1.  3( ) ( )f t t t   

  2.   2sin 2
;tt

f t e cht
t

   

     3.     
;

2 1 3

p
F p

p p


 
 

     4. 
0

sin 2
t

d    

    5.  
0
sin sin

t
t d    

    6.  1; 0 1x x x      

     7.    
sin ,

0 0; 0 1
2 sin ,

x x y t
x y

y x t

   
    

 

 
3-нұсқа 

    1. ( ) ( )itf t e t   

     2.  
2sin 2 1

;
2t

t
f t

t
   

 3.     
;

2 1 3

p
F p

p p


 
 

 4.  
0

cos 2
t

d    

  5. / 2

0
sin

t
e d    

6.      3 ; 0 0; 0 1tx x e x x        

 7.     
2 3 4

0 0; 0 2
2 4

x x y t
x y

y x y t

    
      
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4-нұсқа 
 

   1. 
2

( ) ( )tf t e t   

     2.    2sin sin 3
2 4 ;

t t
f t sh t t

t


    

     3.   
  2

;
2 1 4

p
F p

p p


 
 

     4.  2

0
sin 2

t
d    

     5.   2

0
cos2

t
t x xdx  

      6.     3 ; 0 0; 0 1tx x e x x        

     7.      
2

2

4
0 1; 0 0; 0 1

2 2 2

x y x t
x x y

x y x t

     
        

 

 
5-нұсқа 

     1. 
2

1
( ) ( )

( 1)
f t t

t
 


? 

      2.   
2

21
cos ;

t
t

t

e
f t e t

te


   

   3.      2 2
;

1 3

p
F p

p p


 
 

   4. 2 2

0

t
e d   

    5. / 2

0
sin

t
e d    

    6.    4 1 2 ; 0 2; 0 1tx x x e x x         

  7.      
2

0 0; 0 1
2

x x y
x y

y x y t

   
      
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6-нұсқа 
 

    1. ( ) ln ( )f t t t  ? 

    2.   2 3cos 2
;tt

f t t e
t

   

    3.     
;

2 1 3

p
F p

p p


 
 

    4. 
0

sin 2
t

e d    

    5.    
0

sin
t

d        

    6.    cos ; 0 1; 0 1x x t x x       

   7.    
2 sin

0 1; 0 1
1

x x y t
x y

y x

   
     

 

 
7-нұсқа 

 
     1. ( ) tg ( )f t t t  ? 

     2.  
2

1cos 2
2 ;tt

f t te
t

   

3.  
  2

1
;

2 1 3

p
F p

p p




 
 

    4. 2

0
cos 2

t
d    

    5.  
0
cos

t
t d      

     6.    1; 0 1; 0 0x x x x       

   7.    
2 sin

0 0; 0 1
2 2

x x x y t
x y

y x x t

     
     
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8-нұсқа 

     1. 
2

1
( ) ( )

( 1)
f t t

t
 


? 

   2.    2 1sin 2 sin 4
;tt t

f t e
t

 
   

   3.      
2 3

;
2 1 3

p
F p

p p




 
 

    4.  2

0
sin 2

t
d    

     5.   
0
sin sin

t
t d    

     6.    22 5 4; 0 1; 0 0x x x t t x x           

     7.    
2

0 1; 0 1
2 1

x x y t
x y

y x t

   
     

 

 
9-нұсқа 

 
    1. (2 )( ) ( 1)i tf t e t   ? 

     2.    cos 2 cos 6
cos ;tt t

f t e t
t


   

    3.   
  2

;
2 1 4

p
F p

p p


 
 

     4.  
0

s 2
t

h d    

     5.  
0

sin
t

t d    

      6.  24 1 ; 0 1x x t x      

      7.    
2 2

0 0; 0 1
2

x x y t
x y

y x y t

   
       
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10-нұсқа 
 

   1. ( ) sin ( 1)f t t t   ? 

       2.    sin 2
3 ;tt

f t e
t

   

     3.   
   2

2
;

2 1 3 4

p
F p

p p p




  
 

     4.  
0

2
t

ch d    

      5.   3

0
sin

t
t d    

      6.     2 2 ; 0 1; 0 1tx x x e x x         

 7.     
2 3

0 0; 0 1
2 4

x x y t
x y

y x y

    
     

 

 
11-нұсқа 

   1. 
1

( ) ( 1)f t t
t
   ? 

    2.    sin 2
;tt

f t te sht
t

   

    3.  
  

2

2

1
;

2 1 3

p
F p

p p p




 
 

    4. 
0

s 2
t

co d    

     5.   
0
sin sin

t
t d    

    6.     1; 0 1; 0 0x x x x       

        7.     
5 sin

0 0; 0 1
2

x x y t
x y

y x t

   
    
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12-нұсқа 
 

     1. 
2

( ) ( )itf t e t   

                2.    2sin 2
cos3 ;tt

f t te t
t

   

3.      2

5
;

2 3

p
F p

p p p




 
 

4.  2

0
sin 2

t
d    

    5.   
0

sin
t
e t d    

       6.     1; 0 0 0tx x te x x      

       7.     
s

0 0; 0 1
2

x x y ht
x y

y x t

   
    

 

 
13-нұсқа 

 

   1.  
3 41( ) 2 ( )tf t t  ? 

       2.       3sin 2
3 3 ;

t
f t t t

t
     

    3.      2

2 1
;

2 3 3

p
F p

p p p




 
 

     4. 
0

cos 2
t

e d    

       5.   
0
sin

t te d   

      6.     2 ; 0 0 1tx x te x x       

       7.    
2

0 0; 0 1
2 2

x x y t
x y

y x t

   
     
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14-нұсқа 
 

   1. ( ) 3 ( )tf t t  ? 

       2.       cos 2
2 1 1/ 2 ;

t
f t ch t t

t
     

     3.      2 2

3 7
;

1 3

p
F p

p p




 
 

      4.  
0

sin 2
t

d    

      5.   2

0
sin sin

t
t d    

     7.       1; 0 1; 0 0 0x x t x x x           

     8.     
sin

0 0; 0 1
2 sin

x x y t
x y

y x t

   
    
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Бақылау жұмысына қосымша.  
 

№ 61-80. Амалдық қисап əдісімен Коши есебін шешу 
керек: 
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№ 81-100. Алғашқы шарттармен бірге берілген 
дифференциалдық теңдеулер жүйесін амалдық қисап əдісімен  

шешу керек: 
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Комплекс айнымалды функциялар теориясы  
жəне амалдық қисап бөліміне арналған 

 
I. Анықтама материал 

 
1. Түбір табу 

z  комплекс санының n‐ші дəрежелі түбірінің əртүрлі n  мəні 
бар жəне оларды келесі формула арқылы табуға болады: 

,
2

sin
2

cos 





 





n

k
i

n

k
zz nn    ,arg z  

1,...,1,0  nk . 

 2. Комплек айнымалды элементар функциялар 
 Комплекс айнымалды көрсеткіштік функция келесі  

теңдікпен анықталады: 

             )sin(cos yiyee xz  .                             (1) 

Көрсеткіштік функцияның қасиеттері: 
2121 zzzz eee 

, 

мұндағы 1z  мен 2z   кез келген комплекс сандар; 

zkiz ee  2
,  ,...,1,0k  

яғни, 
ze - негізгі периоды i2  тең. 

Тригонометриялық xsin  жəне xcos  функциялары 
көрсеткіштік функция арқылы өрнектеледі: 

i

ee
z

iziz

2
sin


 ,   

2
cos

iziz ee 
 . 

tgz  жəне ctgz  функциялары келесі теңдікпен анықталады:  

z

z
tgz

cos

sin
 ,   

z

z
ctgz

sin

cos
 . 

Тригонометриядағы барлық формулалар комплекс айнымалды 
тригономертиялық функцияларға да сақталады. 
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Гиперболалық ,shz  chz , thz , cthz  функциялары келесі 

теңдіктермен анықталады: 

2

zz ee
shz


 ;    

2

zz ee
chz


 ;    

 
chz

shz
thz  ;      

shz

chz
cthz  . 

Тригонометриялық жəне гиперболалық функциялардың 
арасындағы байланыс келесі теңдіктерден көрінеді: 

,sin ishziz    chziz cos . 

Логарифмдік функция көрсеткіштік функцияға кері функция 
ретінде анықталады: 

)2(arglnln kziziArgzzLnz  , ,...2,1,0 k  

Функцияның 0k  сəйкес мəні оның бас мəні деп аталады 

жəне  zln  арқылы белгіленеді: 

zizz arglnln   

Логарифмдік функцияның қасиеттері: 

                    2121 )( LnzLnzzzLn  ;           

21
2

1 LnzLnz
z

z
Ln 








; 

kinLnzLnz n 2 , ,...2,1,0 k ;       

  Lnz
n

zLnn 1
 . 

Кері тригонометриялық функциялар: ,sin zArc  zArc cos , 

Arctgz ,  Arctgz ,  ñ¸éêåñ ctgztgzzz ,,cos,sin  

тригонометриялық функцияларына кері функциялар ретінде 
анықталады. Бұл функциялардың барлығы көпмəнді жəне 
логарифмдік функция арқылы өрнектеледі: 
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)1(sin 2ziziLnzArc  ;  )1(cos 2  zziLnzArc ; 

iz

iz
Ln

i
Arctgz





1

1

2
, 

12 



z

iz
Ln

i
Arcctgz . 

Логарифмнің бас мəніне сəйкес келетін функциялар кіші 
əріптермен басталып жазылады ,...)(arcsin z .   

Дəрежелік 2z  ( кез келген комплекс сан) функция:   
Lnzez   ,  0z . 

Бұл көпмəнді функция,   
zez ln   оның бас мəні. 

Көрсеткіштік  z  , 0  функция 
 zLnz e  

теңдігімен анықталады. Бұл функцияның бас мəні –  
 lnzz e . 

3. Комплекс жазықтықтағы қисықтар 
 

)()()( tiytxtzz   түріндегі теңдеу, комплекс жазықтықта 

параметрлік теңдеулері 

),(txx   )(tyy   

Түрінде болатын қисықты анықтайды. Бұл теңдеулерден t  

параметрін шығарсақ, қисықтың 0),( yxF  түріндегі теңдеуін 

аламыз. 
 

4. Комплекс айнымалды функцияларды дифференциалдау. 
Коши-Риман шарттары 

)(zf  функциясы қандай да бір G  аймағында 

анықталсын.  z  пен zz   нүктелеріG  аймағында жатсын жəне 

)()( zfzzf  ,  yixz   болсын. 
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Егер 0z  ұмтылғанда,  
z

w




 қатынасының ақырлы шегі бар 

болса, онда )(zfw  , Gz  нүктесінде дифференциалданатын 

функция деп аталады жəне ),(zf   
dz

dw
    символдарымен 

белгіленеді:  
z

w
zf

z 



 0

lim)( .   

Егер iyxz  , ),(),()( yxivyxuzfw   болса, онда 

)(zf  функциясының дифференциалданатын əрбір нүктесінде 

Коши-Риман шарттары деп аталатын 

                
y

v

x

u








,   
x

v

y

u








                  (2) 

теңдіктері орындалады. 
Керісінше, егер қандай да бір ),( yx  нүктесінде Коши-Риман 

шарттары орындалса, сонымен бірге ),(    ),,( yxvyxu  нақты  екі 

айнымалды функция дифференциалданатын болса, онда  

iyxz    нүктесінде комплекс айнымалды 

),(),()( yxivyxuzfw   функциясы дифференциалданады. 

)(zfw   функциясы z  нүктесінде жəне оның қандай бір 

маңайында  дифференциалданса, онда ол z  нүктесінде 

аналитикалық функция деп аталады. Егер )(xf ,  G  аймағының 

əрбір нүктесінде дифференциалданатын функция болса, онда ол  G  

аймағында аналитикалық функция деп аталады. 
Аналитикалық функцияның туындысын 

x

v
i

y

v

y

u
i

x

u

x

u
i

y

v

x

v
i

x

u
zf
































 )( ф

ормулалары бойынша есептеуге болады.. 
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Егер )(zf  функциясының нақты ),( yxuu   немесе 

жорамал ),( yxvv   бөлігі беріліп жəне қандай да бір 0z  

нүктедегі )( 0zf  мəні белгілі болса, онда Коши-Риман шарттарын 

пайдаланыпғ )(zfw   аналитикалық функциясын құруға болады. 

 

5. Комплекс айнымалды функцияларды интегралдау 
 

G  аймағында бірмəнді үзіліссіз )(zfw   функциясы 

анықталсын.  ,  G  –  аймағында жатқан құрақты-тегіс қисық; 

iyxz  , ivuxf )( , мұндағы ),(    ),,( yxvyxu ,   x  пен y  

айнымалдарының нақты функциялары. Комплекс айнымалды 

)(xfw   функциясының интегралын есептеу екінші текті 

қисықсызықты  

   
  

udyvdxivdyudxdzzf )(  

интегралды есептеуге əкеледі. 

Егер   қисығы ),(txx   )(tyy  ,   t  параметрлік 

теңдеумен берілсе, онда 

    





dttztzfdzxf )()( ,    ).()()( tiytxtz   

Егер )(tfw    бір байламды G  аймағында аналитикалық 

функция болса, онда, интеграл интегралдау қисығының түріне 
тəуелсіз, бірақ қисықтың бастапқы жəне соңғы нүктелеріне тəуелді 
болады. Бұл жағдайда интегралды есептеуге Ньютон-Лейбниц 
формуласын пайдалану керек: 

)()()( 12

2

1

zzdzzf
z

z

 , 
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мұндағы )(z  –  )(zf  функциясының қандай да бір алғашқы 

функциясы: )()( zfz  , Gz . 

Егер )(tfw   құрақты-тегіс   тұйық контурымен шектелген 

G  аймағында жəне    контурында аналитикалық функция болса, 

онда Коши теоремасы: 

0)( 


dzzf               

жəне Gz 0  ішкі нүкте үшін Кошидік интегралдық 

формуласы 

dzzz

zf

i
zf

0
0

)(

2

1
)(





       

орындалады. 
 

6. Лоран қатары 
 

Егер )(zfw   функциясы Rzz  0    сақиналы 

аналитикалық функция болса, онда ол осы сақинада Лоран 
қатарына жіктеледі: 

,)()()()( 0
0

0

1

0
k

k
k

k
k

k

k
k

k

zzczzczzczf  












  

(6)       
1

0 )(

)(

2

1


 


kk zz

dzzf

i
c


,   ,...2,1,0 k  .                    (7) 

Мұнда   – центрі  0z  нүктесі болатын, сақина ішінде жатқан 

(сағат тіліне қарама-қарсы бағытталған) кез келген шеңбер.  
(6) фонрмуладағы 

k
k

k
zzc )( 0

1





   жəне   k

k
k

zzc )( 0
0






 

қатарлары Лоран қатарының сəйкес бас жəне дұрыс бөліктері 
деп аталады. 
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7. Аналитикалық функциялардың оқшауланған 
ерекше нүктелері 

 

Егер )(zfw   бірмəнді жəне   00 zz  сақинасының 

0z  нүктесінен басқа нүктелерде аналитикалық функция болса, онда  

0z  –  функцияның оқшауланған ерекше нүктесі деп аталады. 

)(zfw   функциясын 0z  нүктесінің маңайында 

 00 zz  сақинасында жинақталатын Лоран қатарына 

жіктеуге болады.  Келесі жағдайлар болуы мүмкін:  

1) Лоран қатырнда 0zz   айырымының теріс дəрежелі 

мүшелері жоқ,  яғни k
k

k
zzcxf )()( 0

0





. Бұл жағдайда 0z  

нүктесі  )(zf  функциясының жөнделетін ерекше нүктесі деп 

аталады; 

2) Лоран қатары мүшелерінің құрамында 0zz   

айырымының теріс дəрежелері бар  жəне ондай мүшелер саны 

ақырлы, яғни 
n

k
nk

zzczf )()( 0



, 0nc . Бұл жағдайда 

0z  нүктесі )(zfw   функциясының n -ші ретті полюсі деп 

аталады; 

3) Лоран қатары мүшелерінің құрамында 0zz   айырымының 

теріс дəрежелері бар  жəне ондай мүшелер саны ақырсыз, яғни 

n
k

k
zzczf )()( 0




. Бұл жағдайда, 0z  нүктесі )(zfw   

функциясының елеулі ерекше нүктесі деп аталады. 
Ерекше нүктелердің сипатын анықтау үшін келесі 

тұжырымдарды пайдалануға болады: 
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1. 0z  нүктесі )(zfw   аналитикалық функциясының 

жөнделетін ерекше нүктесі áîëóû ¾øií,  
0

0
)(lim Czf

zz



, 0C      

шегінің бар болуы қажетті жəне жеткілікті. 

2. 0z  нүктесі )(zfw   аналитикалық функциясының 

полюсі  болуы үшін  


)(lim
0

zf
zz

 шегінің бар болуы қажетті 

жəне жеткілікті. 

2 . 0z  нүктесі )(zfw   функциясының n -ші ретті полюсі 

болуы үшін, )(zf  функциясы 

nzz

z
zf

)(

)(
)(

0



 

түрінде көрсетілуі қажетті жəне жеткілікті   (мұндағы 

)(z функциясы 0z  нүктесінде аналитикалық функция жəне    

0)( 0 z ). 

2  . 0z  нүктесі 
)(

)(
)(

z

z
zf




  функциясының оқшауланған 

ерекше нүктесі болсын ( )(z  пен )(z  –  0z   нүктесінде 

аналитикалық функциялар). Егер 

0)(...)()( 0
)1(

00   zzz k , 0)( 0
)( zk  (яғни 0z  

нүктесі )(z  функциясының k-ші ретті нөлі), ал )(z  үшін 

0)(...)()( 0
1

00   zzz l , 0)( 0 zl  (яғни 0z  – )(z  

функциясының l-ші ретті нөлі) болып: 

           kl   болса, онда 0z ,  )(zf  аналитикалық 

функциясының  kl   ретті полюсі;      

          kl   болса, онда 0z ,  )(zf  аналитикалық 

функциясының  жөнделетін ерекше нүктесі. 
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         Дербес жағдайда, 0k , 1l : 0)( 0 z , 0)( 0 z , 

0)( 0  z  болса, онда 0z   )(zf  функцияның бірінші ретті полюсі 

(жай полюсі) болады. 

3. )(lim
0

zf
zz

  шегінің болмауы – 0z  нүктесінің  )(zfw   

функциясы үшін елеулі ерекше нүкте болуының қажетті жəне 
жеткілікті шарты. 

 
8. Шегерімдер 

 

0z  арқылы  )(zfw   функциясының дараланған ерекше 

нүктесін белгілейік. )(zf функциясының 0z  нүктесіндегі шегерімі 

деп  )(
0

zfшег
zz

 (немесе )( 0zшегf  арқылы белгіленетін, 

        dzzf
i

zfшег
zz

)(
2

1
)(

0


 
                       (8) 

санын айтады. Мұндағы   тұйық контур ішінде )(zf  

функциясының 0z  нүктесінен басқа ерекше нүктелері жоқ. 

(7) жəне (8)-ші формулаларды салыстыра отырып, функция 

шегерімі )(zf ‐тің 0z   нүктесі мкаңайындағы Лоран қатарының 

минус бірінші дəрежелі мүшесінің коэффициентіне тең екенін 
көреміз: 

                      )( 0zшегf 1C                        (9) 

 

Функецияның жөнделетін ерекше нүктедегі шегерімі нөлге 
тең. 

       Функцияның n‐ші ретті полюстегі шегерімі келесі 
формуламен есептеледі: 
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  1

0
00

))((lim
)1(

1
)(









nn

zzzz
zzzf

n
zfшег ; 

            Егер 1n  болса, онда 

))((lim)( 0
00

zzzfzfшег
zzzz




. 

   Егер )(zfw    функциясы 0z  нүктесінің маңайында екі 

аналитикалық функцияның қатынасы түрінде берілсе: 

)(

)(
)(

z

z
zf




 , жəне 0)( 0 z , 0)( 0 z , 0)( 0  z  (яғни, 

0z  жай полюс) болса, онда 

)(

)(
)(

0

0

0 z

z
zfшег

zz 






. 

Егер 0z   – )(zfw   функциясының елеулі ерекше нүктесі 

болса, онда шегерім (9) формуламен есептеледі. 
Шегерімдер туралы Кошидің негізгі теоремасы.  Егер 

)(zfw  , G  аймағының саны ақырлы nzzz ,..., 21  нүктелерінен 

басқа ішкі нүктелерінде жəне   шекарасында аналитикалық 
функция болса, онда 

      .)(2)(
1

 




n

k
zz

zfшегidszf
k

                (10) 

 
8. Рационал функциялардың меншіксіз интегралдарын 

есептеу 
 

         
)(

)(
)(

xQ

xP
xR

l

k                   (11) 

түріндегі  рационал функция (мұндағы )(xPk пен )(xQl , 

сəйкес k ші жəне l ші дəрежелі көпмүшеліктер) бүкіл сан өсінде 



281 
 

үзіліссіз жəне 2 kl , яғни бөлімінің дəреже көрсеткіші 
алымының дəреже көрсеткішінен, ең болмағанда,  екі бірлікке 

артық болса, онда )(2)( zfшегidxxR
kzzm 




  ,  мұндағы 

)(zR  функциясының шегерімдерінің қосындысы 0Im z  жарты 

жазықтықта орналасқан барлық mz  полюстері бойынша алынады. 

 
9. Арнайы түрдегі меншіксіз интегралдарды есептеу 

 

Егер )(xR  бүкіл сан өсінде үзіліссіз жəне 1 kl  болса, 

(яғни )(xR  дұрыс бөлшек), онда 

 zi

mzzm
ezRшегixdxxR  )(2Recos)(






  ,  0 , 

 zi

mzzm
ezRшегixdxxR  )(2Imsin)(






 , 0 , 

мұнда 
ziezR )(  функциясының шегерімдерінің қосындысы 

0Im z  жарты жазықтықта орналасқан барлық mz  полюстері 

бойынша алынады. 
 

10. Арнайы түрдегі интегралдарды есептеу 

 

tR cos       ,  мен tsin -ге қатысты рационал функция жəне ол 

интегралдау аралығында үзіліссіз функция болсын.  
itez   деп 

алсақ, 







 

z
zt

1

2

1
cos ,  






 

z
z

i
t

1

2

1
sin ,  

iz

dz
dt   

болады да, 
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                  dzzFdtttR
z

)()sin,(cos
1

2

0




           (12) 

аламыз. (12)‐нің оң жағындағы контурлық интеграл (10)- 

формуламен есептеледі  ( )(zF  функциясының шегерімдерінің 

қосындысы 1z  аймағында жатқан барлық ерекше нүктелер 

бойынша алынады). 
 

11. Лаплас түрлендіруі 
 

         Түпнұсқа деп келесі шарттарды қанағаттандыратын, 

нақты t  аргументтің )(tf  функциясын айтады: 

1) )(tf функциясы t  өсінің кез келген ақырлы 

аралығында интегралданады; 
2) Барлық теріс t  үшін 0)( tf ; 

3) )(tf  функциясының өсуі көрсеткіштік 

функцияның өсуінен артық емес, яғни барлық t  үшін 
tseMtf 0)(   теңсіздігі орындалатындай M  мен 0s  

тұрақтылары табылады. 

)(tf   функциясының Лаплас кескіні деп  

dttfepF pt )()(
0




  

теңдігімен анықталатын, комплекс  ip   айнымалдың 

)( pF  функциясын айтады жəне оны 

)()( pFtf   

арқылы белгілейді (оның басқа да белгілеулері бар). 

Кез келген )(tf  түпнұсқа функция үшін )( pF  кескіні 

0Re sp   жарты жазықтықта анықталады жəне сонда ол 

аналитикалық функция болады. 
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Қасиеттері 

.10
 Сызықтығы: кез келген 1C  жəне 2C  комплекс 

тұрақтылары үшін 

                )()(     )()( 22112211 pFCpFCtfCtfC  . 

02 . Ұқсастық формуласы: кез келген 0  тұрақтысы үшін  











p

Ftf
1

)( . 

03 . Түпнұсқаны дифференциалдау: егер  

)(),...(),( )( tftftf n  ‐ түпнұсқа функциялар болса, онда 

)0()()( fppFtf  , 

)0()0()()( 2 fpfpFptf  , 

. . . . . . . . . . . . . . . .  

                 

).0(...)0()0()()( )1(21)(   nnnnn ffpfppFptf  

Мұндағы   )(lim)0( )(

0

)( tff k

t

k


 ,   1,...,1,0  nk . 

04 . Кескінді дифференциалдау:  )()( ttfpF  . 

05 . Түпнұсқаны интегралдау:   
P

pF
df

t )(
)(

0

 . 

.60
 Кескінді интегралдау: егер 

t

tf )(
 түпнұсқа функция 

болса, онда
t

tf
dppF

p

)(
)( 


. 

07 . Ығыстыру формуласы: кез келген  комплекс саны үшін    

)()(   pFetf t . 

08 . Кешігу формуласы: ),()( pFetf p  0 . 
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09 . Кескіндерді көбейту формуласы: 

        dtffpFpF
t

)()()()( 21
0

21
.          (13) 

(13) формуладағы интеграл, )(1 tf  мен )(2 tf  функцияларының 

үйірткісі деп аталады да, 
21 * ff  символымен белгіленеді. 

Сонымен,  

                     2121 )()( ffpFpF  . 

 

Кескіні бойынша түпнұсқаны табу 
 
Белгілі )( pF  кескін бойынша )(tf  түпнұсқаны табу үшін 

көбінесе келесі əдістер қолданылады: 

1) егер )( pF  дұрыс рационал функция болса, онда оны 

қарапайым бөлшектердің қосындысына жіктейді, содан соң 00 91   
қасиеттерді пайдаланып, алынған əрбір бөлшектің түпнұсқасын 
табады; 

2) белгілі жеткілікті шарттар орындалғанда, )( pF  үшін 

 pt

kzzk
epFшегtf )()(


  

функциясы түпнұсқа болады. Бұл теңдік жіктеу формуласы 
деп аталады. 

 

12. Негізгі сəйкестік формулалары 

     
p

1
1 ;  

ap
eat




1 ;  
22

sin





p
t ;  

22
cos




p

p
t ; 

22 



p

tsh ;  
22 


p

p
tch ;                    

1

!


n
n

p

n
t . 
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          Көрстілген сəйкестіктердің сол жақ бөліктері  






,0

,1
)(t  

0

,0




t

t
  функциясына көбейтілген деп қабылданады. 

 

13. Сызықтық дифференциалдық теңдеулер үшін Коши 
есебі 

 

Сызықтық дифференциалдық теңдеулерді амалдық¸ шешу үш 
кезеңнен тұрады: 

1) берілген функциялардың Лаплас кескіндеріне өту 

(дифференциалдық теңдеу ізделінетін функцияның кескініне 
қатысты алгебралық теңдеу түріне ауысады); 

2) алынған алгебралық теңдеуді шешу; 

3) кескіні бойынша ізделінген функцияға өту. 
 

Сызықтық дифференциалдық теңдеулер жүйесін де осы схема 
бойынша шешуге болады.  

 

14. Дюамель формуласы 

 

n-ші ретті сызықтық коэффициенттері тұрақты 
дифференциалдық теңдеу: 

         1
)(

0 )()( atxatxL n  )()(...)()1( tftxatx n
n           

(15) 
жəне алғашқы шарттар: 

          )0()0(...)0()0( )1(  nxxx                      (16) 

берілсін. Алғашқы шарты (16) болатын   1)( txL  теңдеуінің 

шешімі )(1 tx  болсын.   Онда (15)(16) есептің  )(tx  шешімін 

келесі фомулалардың бірін пайдаланып, )(1 tx  мен )(tf  арқылы 

өрнектеуге болады: 
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,)()()( 1
0

 dtfxtx
t

    dftxtx
t

)()()( 1
0

 , 

 dtxftxftx
t

)()()()0()( 1
0

1     

 dxtftxftx
t

)()()()0()( 1
0

1  . 

Бұл өрнектердің əрбіреуі Дюамель формуласы (немесе 
инетегралы) деп аталады. 

Дюамель формуласына негізделген дифференциалдық 
теңдеулерді шешу əдісін,  (15) теңдеудің оң жағындағы 

)(tf функциясының )( pF  кескінін табу қиын болғанда жəне де 

(15)  (16) есептерін əртүрлі )(tf  функциясы үшін бірнеше рет 

шешу қажеттілігі болғанда қолданады.   
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Теориялық сұрақтар: 

 
1. Комплекс сандар, оларға жасалатын амалдар.   
2. Комплекс айнымалды көрсеткіштік жəне логарифмдік 

функциялар. Эйлер формулалары.   
3. Дəрежелік функция. Тригонометриялық жəне гиперболалық 

функциялар.   
4. Комплекс айнымалды функция туындысы. Коши-Риман 

шарттары. Аналитикалық функция түсінігі.  
5. Комплекс айнымалды функция туындысының модулі мен 

аргументініңгеометриялық мағынасы.    Конформдық бейне туралы 
түсінік.   

6. Комплекс айнымалды функцияның интегралы, оның 
қасиеттері.     

7. Бір жəне көпбайламды аймақтар үшін Коши теоремасы.  
Ньютон-Лейбниц формуласы.   

8. Кошидің интегралдық формуласы. 
9. Аналитикалық функцияның жоғарғы ретті барлық 

туындыларының бар болуы.   
10. Тейлор қатары. Аналитикалық функцияның Тейлор 

қатарына жіктелуі туралы теорема.    
11. Лоран қатары. Жинақтылық сақинасы. Лоран теоремасы.    
12. Оқшауланған ерекше нүктелердің жіктелуі. 
13. Шегерімдер. Шегерімдерді есептеу. 
14. Шегерімдер туралы Кошидің негізгі теоремасы. Контурлық 

интегралды есептеу.  
15.  Шегерімдер көмегімен меншіксіз интегралдарды есептеу. 

Жордан леммасы.   
16. Лаплас түрлендіруі. Түпнұсқа.   
17. Лаплас түрлендіруінің қасиеттері. 
18. Түпнұсқа мен кескінді интегралдау.   
19. Берілген кескін бойынша түпнұсқаны табу əдістері.   
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 Теориялық жаттығулар 

 
1. Теңдікті дəлелдеу керек:: 

 

2
sin

2
sin

2

1
sin

sin...2sinsin 




nn

n



 , ,2 n   

...1,0 n . 

Нұсқау.  inii eee ,...,, 2   геометриялық прогрессиясын 

пайдалануға болады. 
2. Коши-Риман шарттары ,r  координаттары бойынша  

rz

u 1





 

v ;    

rr

v 1





 

u

   түрінде жазылатынын дəлелдеу керек. 

3. zw   функциясы ешбір нүктеде 

дифференфиалданбайтынын дəлелдеу керек. 

4. ),( yxU   – қандай да бір G  аймағында гармониялық 

функция, яғни Gyx  ),( , 0U . f  функциялары қандай 

болғанда,  ),( yxuf  күрделі функциясы G  аймағында 

гармониялық функция болады? 

5. )(zf   функциясы Rz   дөңгелегінде аналитикалық 

функция жəне  zfM
Rz

 max  болсын.  Rz   дөңгелегінің ішкі 

барлық нүктелерінде  
1

)(

)((!

)(





n

n

zR

RM

n

zf ,  ,...2,1n  

теңсіздігінің орындалатынын дəлелдеу керек. 
 6.      10 A , 11 A , 

12   nnn AAA , ,...1,0n  шарттарымен 

анықталатын nA  сандары Фибоначчи сандары деп аталады. Кандай 
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да бір аймақта 
2

0 1

1

zz
zA n

n
n 





 теңдігінің орындалатынын 

дəлелдеу керек.  Қатардың жинақталу аймағын табу керек. 
6.   )(zf  жұп функциясы үшін 




)(
0

zfшег
zz

)(
0

zfшег
zz 

 , ал, )(zf  тақ функциясы үшін 




)(
0

zfшег
zz

)(
0

zfшег
zz 

 ьеңдігі орындалатынын дəлелдеу керек. 

7. )(zf  пен )(z  функциялары үшін 0zz   нүктесі, 

сəйкес m-ші жəне n-шi ретті полюс. 

a) )()( zzf  ;      b) 
)(

)(

z

zf


;  c) )()( zzf   

функциялары үшін 0zz   ерекше нүктесінің сипаты туралы 

не айтуға болады?   

8. )(zf  жəне )(zg ,   0z  нүктеде аналитикалық 

функциялар жəне 0)( 0 zf , 0)()( 00  zgzg , 0)( 0  zg .  

)(

)(
)(

zg

zf
z   функциясының 0zz   нүктедегі шегерімін табу 

керек. 

9. )(zf
2

sin)( tet  функциясы жəне оның туындысы   

түпнұсқа бола ма? Мұндағы 





,0

,1
)(t  

0

,0




t

t
. 

10. Бейнелерді көбейту формуласын пайдаланып,  

tdty
t

cos1)cos()(
0

   

интегралдақ теңдеуінің шешімін табу керек.. 
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Алғы сөз 
 

Білім беру саласы кредиттік оқыту жүйесіне көшкелі оқулықтар 
мен оқу құралдарының құрылымына да едəуір өзгерістер  ене 
бастады. Оқушының өз бетінше оқып, білім алуына қолайлы 
болуын көздеп, сонымен бірге оқытушының да жұмысына ыңғайлы 
болуы мақсатында  қазіргі оқулықтарда теориялық материалдармен 
бірге тəжірибелік сабақтардың материалдары, типтік есептерді 
орындау үлгілері, бақылау жұмысына арналған материалдар жəне 
т.б. қажетті материалдар беріледі. Біз де жоғары математиканың 
арнайы бөлімдерінің бірі – комплекс айнымалды функциялар 
теориясы мен амалдық қисап бөліміне арналған кітабымызды осы 
аталған құрылымда жаздық. Əрине, қазіргі уақытта интернет 
арқылы қажетті материалдарды тауып алу қиын іс емес. Бірақ та, 
біріншіден, ондағы іздеген материалдардың барлығы  дерлік шет 
тілінде немесе орыс тілінде ғана жазылған (қазақ тіліндегі 
материалдар жоқтың қасы), екіншіден, қағаз бетіндегі материал-  
дар – оқулықтар мен оқу құралдары  əлі де өзектілігін жойған жоқ.    

Біз бұл кітапты жазу барысында көптеген белгілі оқулықтардың  
(мысалы, [1]-[3]) теориялық материалдарын, жоғары оқу 
орындарының қазіргі кездегі оқу бағдарламаларына сəйкес, кейбір 
əдістемелік өгерістер енгізе отырып  пайдаландық. Сонымен бірге 
материалдың математикалық қатаңдығын сақтай отырып, оны 
оқушыға түсінікті, жеңіл тілмен жеткізуге тырыстық. Теорема-
лардың басым көпшілігінің дəлелдемелері келтірілген. Ал тəжіри-
белік сабақтарға немесе студенттердің өздік жұмысына арналған 
тапсырмаларды интернет арқылы іздеп тауып, пайдаландық  
(мысалы, [4]-[6]). 

Теорема дəлелдеуінің немесе мысалдарды шығарудың басталуы 
мен аяқталуын сəйкес  жəңе   белгілерімен  көрсетіп отырдық.  

Қазіргі кезде қазақша математикалық терминдер толық 
қалыптасып болмағандықтан, кітабымызда оқушының көңілінен 
шықпай жатқан терминдер бар болса, оларды бірігіп талқылауға 
дайынбыз. Біз қолданған математикалық терминдер 1999 ж. жəне 
2014ж. жарық көрген [7]-[8] сөздіктерден алынды.    
                                                                                           
 

 Автор                  
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§ 1. Комплекс сандар 
 

Комплекс сан деп теңдік түсінігі мен арифметикалық амалдар 
төмендегі 1)-4) ережелермен  анықталған, x yi  (немесе x iy ) 

түріндегі өрнекті айтады. Ықшамдылық үшін, комплекс санды бір 
əріппен белгілейді: ,z x yi   мұндағы x, y – нақты сандары z 

санының сəйкес нақты жəне жорамал бөліктері деп аталады жəне 
олар сəйкес x = Rez,   y = Imz арқылы белгіленеді (Re – лат. realis – 
нақты, Jm – лат. imaginaries – жорамал), ал i – жорамал бірлік сан 
деп аталады. Комплекс сандардың теңдігі мен оларға жасалатын 
арифметикалық амалдар келесі ережелер арқылы енгізілген: 

1)   а) 1 1 1z x iy   санының нақты бөлігі мен жорамал бөлігі 

2 2 2z x iy   санының сəйкес нақты бөлігі мен жорамал бөлігіне тең 

болса, олар өзара тең деп аталады  жəне 1 2z z  символымен 

белгіленеді: 1 2( )z z  1 2

1 2

,

;

x x
  

y y


  

                 

       б)   0 , 0 , 1 ;x i x    yi yi    i i       

2)    1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( );x iy x iy x x i y y        

3)   1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( );x iy x iy x x y y i x y x y       

4) 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

,
x iy x x y y y x x y

i
x iy x y x y

  
 

  
  2 2

2 2 0.x y   

 
Анықтама. z x iy   комплекс санының n рет көбейтіндісі 

осы санның n-ші дəрежесі деп аталады жəне  nnz x iy   

символымен белгіленеді:  
рет

...
nn

n

z z z z x iy      . 

Осы анықтаманы жəне 1-б) мен  3) шарттарды пайдалана 

отырып, 2i дəрежесін табайық 
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       2 1 1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1,i i i i i i i i i                    

яғни 2 1.i     Сонымен, жорамал бірлік сан  квадраты минус бірге 
тең комплекс сан екен.     

Назар аударыңыз!  Нақты сан – жорамал бөлігі нөлге тең 
комплекс сан (1- б) теңдіктерінің біріншісін қараңыз), олай болса, 
нақты сандар жиынымен салыстырғанда, комплекс сандар – кең 
жиын. Нақты сандар жиынында дискриминанты теріс квадрат 
теңдеудің түбірі болмайтыны белгілі, ал комплекс сандар 

жиынында олай емес, мысалы, 2 9 0,x    яғни 2 9x     теңдеуінің  

түбірлері 1 23 ,  3 ;x i x i    ал 2 2 5 0x x    теңдеуінің түбірлері: 

1 1 2 ,x i    2 1 2x i    (комплекс санның түбірі туралы төменде 

қарастырылады).  
2) мен 3) теңдіктерден нақты сандарды қосу жəне көбейту 

амалдарының барлық қасиеттері комплекс сандарға да қатысты 
орындалатынын, сонымен бірге комплекс сандарға жасалатын 

амалдар ( 2 1i   теңдігін ескере отырып) алгебралық өрнектерге 

жасалатын амалдар сияқты орындалатынын көруге болады.    
Мысалы,   

  2 3 5 2 2 ( 5) 2 2 ( 3) ( 5) ( 3) 2i i i i i i                 

                                      210 19 6 4 19 .i i i        

z x iy   саны z x iy   санына түйіндес деп аталады. 
2 2z z x y     теңдігінің орындалатынын көру қиын емес. 

Енді мына бір жайтқа назар аударыңыз! Комплекс сандарды 
бөлу үшін 4) ережені қолданып жатпастан, бөлшектің алымы мен 
бөлімін бөлгіштің түйіндесіне көбейтсе болғаны. Мысалы,   

2 5 (2 5 ) (4 3 ) 8 15 20 6 7 26 7 26
.

4 3 (4 3 ) (4 3 ) 16 9 25 25 25

i i i i i i
i

i i i

         
    

    
 

Əрбір z x iy   комплекс санына OXY жазықтығының (мұны 

комплекс сандар жазықтығы деп те атайды) ( , )M x y  нүктесін 
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жəне, керісінше, OXY жазықтығының əрбір ( , )x y  нүктесіне 

x iy комплекс санын сəйкес қоюға болады. Сондықтан z x iy   

комплекс санының OXY жазықтығындағы  геометриялық бейнесі –  

( , )M x y нүктесі немесе OM


 радиус-векторы (1-cурет).  

Алгебралық түрде жазылған комплекс сан деп x iy  өрнегін 

айтады. Комплекс сандарды тригонометриялық немесе 
көрсеткіштік түрде де жазуға болады. Ол үшін алдымен 
жазықтықтағы нүктенің орнын поляр координаттары деп аталатын 

,     сандарымен анықтауға болатынын көрсетейік. Жазықтықта 

полюс деп аталатын О нүктесін жəне осы нүктеден шығатын 
сəулені (оны поляр өсі деп атайды) таңдап алсақ, жазықтықтың 

əрбір М нүктесіне екі санды: OM кесіндісінің ұзындығына тең 

 санын (полярлық радиус) жəне поляр өсі мен OM сəулесінің 

арасындағы бұрышқа тең   санын (полярлық бұрыш) сəйкес қоюға 

болады (1-сурет).  

 
1-сурет 

 

Бұл  екі шама 0 ;         мəндеріне ие бола 

алады.   
Егер жазықтықта тік бұрышты декарт координаттар жүйесінің 

бас нүктесін О полюсімен, ОX өсінің оң бағытын поляр өсімен 

беттесетіндей етіп, ал ОY өсінің оң бағытын 
2

   бұрышына 

сəйкес келетіндей етіп алсақ, онда бұл екі жүйе координаттарының 
арасындағы байланыс келесі теңдіктермен өрнектеледі (2-cурет): 

O



M

 
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   cos ,x      sin ,y          2 2 .x y                            (1)       

     

 
2-cурет 

 
Ал бұл теңдіктерден келесi теңдiк шығады 

                              (cos sin ).z x iy i                                    (2)       

(2) теңдіктің оң жағындағы өрнек комплекс санның 
тригонометриялық түрі  деп аталады.   

2 2x y   санын z x iy   комплекс санының модулі деп 

атайды жəне оны z  арқылы белгілейді: 2 2 ;z x y   

 бұрышы (радиан өлшемінде) z комплекс санының аргументі 

деп аталады жəне Argz  арқылы белгіленеді. Оның мəндері 

 2 ,   2 ,   0,  1,  2,  ...k k k          аралықтарында жатады, ал 

мұндағы 0k   мəніне сəйкес алынған  ,     аралығындағы 

аргумент arg z  арқылы белгіленеді жəне ол аргументтің бас мəні  

деп аталады: arg .z          

Егер 0z   болса, онда 0 0, ал arg0 өрнегінің мағынасы жоқ. 

Ескерту! Аргументтің бас мəні arg z  – бірмəнді функция, ал 

Arg z   arg 2 ,z k   0, 1, 2,...k       – көп мəнді функция. Олай 

болса,  z-тің əрбір мəніне полярлық радиус ρ-ның жалғыз мəні 

y

x  X

Y
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мен полярлық бұрыш Arg z  -тің саны ақырсыз мəндері сəйкес 

келеді.   
Аргументтің бас мəнін келесі қатыстарды пайдаланып табуға 

болады: 

arctg , 0,

arg arctg , 0 0,

arctg , 0 0.

y
  x

x
y

z   x ,  y
x

y
  x< ,  y

x

 

    

  

 

Ал 0,  0;    0,  0x y x y     немесе  0,  0;       0,  0y x y x     

жағдайларында, комплекс санның аргументін оның геометриялық 

бейнесі арқылы табуға болады. Мысалы, arg 4
2

i


 , мұнда 

0, 0x   y  ;    arg( 2) ,   мұнда 0,y  2 0,x      т.с.с. 

Мысал.  Берілген комплекс санды тригонометриялық түрде 

жазу керек: 1 3 .i    

  Мұнда 1 0,    3 0x y      болғандықтан, 

3 2
arg( 1 3 ) 3 ,

1 3 3
 i arctg arctg

 
           


 

 ал   1 3 1 3 2.i      Олай болса,    

                    
2 2

1 3 2 cos sin .
3 3

i i
     
 

 
    

    Жоғарыдағы ескертуге сəйкес, келесі анықтаманы беруге 
болады. 

Анықтама.  Модульдері тең, ал аргументтері тең немесе 
олардың айырымы 2π-ге еселі комплекс сандар өзара тең:        

 1 2z z     1 2z z ,  1 2 2 ,Argz Argz k    0, 1, ...k      

( 1 2z z     1 2  ,  1 2 2 , 0, 1, 2, ....k   k            ). 
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Мысалы, 1 2 cos sin ,
3 3

z i
    

 
 2

17 17
2 cos sin

3 3
z i

     
 

 

сандары тең, өйткені 1 2 2,z z  ал 1 ,
3

Argz


 2

17

3
Argz

 
  жəне 

1 2

17
6 3 2 .

3 3
Argz Argz

  
         

Анықтама бойынша, 

             cos sin ,ie i      .                           (3) 

Бұл 2π периодты функция: ( 2 )i ie e   (көз жеткізіңіз) жəне 

келесі теңдіктер орындалады  

                      1 2 1 2 ,i i ie e e             
1

,i
i

e
e

 
                           (4) 

(тексеріңіз), ал бұл екі теңдіктен  
1

1 2

2

i
i

i

e
e

e


 


   теңдігі шығады.  

Ал (3), (4) теңдіктерден Муавр формуласын алуға болады: 

(cos sin ) cos sin .n ini e n i n                        (Муавр ф.) 

Назар аударыңыз! Кез келген [0;2 )   үшін 

2 2cos sin 1ie          теңдігі орындалатындықтан,  бұрышы 

[0;2 )  аралығында өзгергенде, iz e   нүктесі  радиусі 1-ге тең, 

центрі 0z   нүктеде болатын шеңберді сызады. 

(2), (3) теңдіктерден келесі теңдік шығады: 

                              ,iz e      0.                                           (5) 

Мұндағы ;z   ал arg 2 ,Argz z k      0, 1, 2,...k      

(5) теңдіктің оң жағындағы өрнек комплекс санның 
көрсеткіштік түрі деп аталады.  

Сонымен, комплекс санды үш түрде жазуға болады екен: 

(cos sin ) .iz x iy i e          
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Мысал. Комплекс санды көрсеткіштік түрде жазу керек:   

                а)1+i;   ə) i;   б)1;    в)1.   

 а) 1 2i    , 
1

arg(1 ) actg
1 4

i


      болғандықтан,    

         41 2 ;
i

i e


       

ə) 1,i    arg
2

i


       болғандықтан,  2 ;
i

i e


  

б) 1 1,    arg1 0,    демек, 01 ;ie   

в) 1 1,     arg( 1)      1 i e    .                

Ескерту. Жалпы жағдайда, кез келген комплекс айнымал 

z x iy   үшін ze функциясын келесі теңдікпен анықтайды:  

,z x iye e e    0.z    Бұдан (3) теңдікті ескеріп,                

             (cos sin )z xe e y i y                                    (6) 

аламыз. 

Сонымен бірге кез келген z комплекс саны үшін Эйлер 
формулалары деп аталатын келесі теңдіктер орындалады: 

    cos sin ,ize z i z      cos sin .ize z i z                  ( 3 ) 

Өз кезегінде, бұл екі теңдіктен келесі  формулалар шығады: 

                 cos ,
2

iz ize e
z


   sin .

2

iz ize e
z

i


                        (7) 

Кез келген 1
1 1

iz e    жəне 2
2 2

iz e   комплекс сандары үшін 

келесі теңдіктердің орындалатынын тексеру қиын емес: 

                        1 2 1 2( )
1 2 1 2 1 2 ;i i iz z e e e                                (*)           

                         
1

1 2

2

( )1 1 1

2 2 2

,
i

i
i

z e
e

z e


 



 
 
 

    2 0.z                       (**) 
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 Бұл теңдіктерден келесі ереже шығады. Комплекс сандарды 
көбейту үшін, олардың модульдерін көбейтіп, аргументтерін қосу 
керек; комплекс сандарды бөлу үшін, олардың модульдерін 
(бөлінгіштің модулін бөлгіштің модуліне) бөліп, аргументтерін 
(бөлінгіштің аргументінен бөлгіштің аргументін)  шегеру керек.  

Осы ережені пайдаланып, комплекс санның натурал 
дəрежесінің  формуласын жаза аламыз:  

  .
nn i n inz e e                                      (8) 

Мысал.  12( 1 3 )i    табу керек. 

 Берілген комплекс санды көрсеткіштік түрде жазып, (8) 
формуланы пайдаланамыз. Бұл санның модулі мен аргументінің бас 

мəні: 1 3 1 3 2;i        arg( 1 3 )i      

3 2
arctg

1 3 3

 
      


 тең болғандықтан, 12( 1 3 )i    

122 2
1212 12 83 32 2 2

i i ie e e
 

 
 

       
 

 

                        12 0 12 122 2 (cos0 sin 0) 2 .ie i                 

 
Келесі теңдіктердің орындалатынын тексерейік 

1 2 1 2 ;z z z z       1 2 1 2 ;z z z z        1 1

2 2

,
z z

z z

 
 

 
  2 0.z              (9)                

              (cos sin ) (cos sin )i ie i i e               

теңдігін ескерсек,  1 2 1 2( )
1 2 1 2 1 2

i i iz z e e e          1 2( )
1 2

ie      

1 2
1 2

i ie e       1 2
1 2 1 2

i ie e z z      аламыз. Бөлінді үшін де 

дəлелдеуі осындай, ал қосындыға қатысты теңдікті комплекс 

санның алгебралық түрі арқылы тексеруді оқушыға ұсынамыз.     
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Анықтама. iz e    комплекс санының n-ші дəрежелі түбірі 

деп п-ші дəрежесі  z-ке тең nw z  комплекс санды айтады. 

Осы iz e    комплекс санының n-ші дəрежелі түбірін табу 

формуласын шығарайық. Егер in z w re    болса, онда 

анықтамаға сəйкес, ( )n i n iw re z e      тең. Бұдан   

n i n ir e e      ,nr    θn =  + 2kπ,  0, 1,....k      

      ,nr       
2

,
k

n

 
   0, 1,....k    

Олай болса,  
2

,
k

iin n n nz e e
 

      0, 1,...k   .  Бұл өрнек 

0, 1, ..., 1k     n   үшін əртүрлі n мəнге ие болады да, ал 

, 1),k n  (n ...    жəне 1, 2,..., 1)k -(n    үшін ( ie  функциясының  

периоды2 ,   1, 2,...k k    шамасына тең болуына байланысты) 

бұл мəндер қайталанады. Сондықтан n z  түбірінің əртүрлі  n мəнін 

алсақ жеткілікті 

    
2

,
k

iin n n nz e e
 

         0,1,..., 1.k n               (10) 

Мұндағы n   шамасы z   нақты санының n-ші дəрежелі  

арифметикалық түбірі (келесі мысалды қараңыз). 

1-Мысал.    
0 2

4 04 4 41 1 1 ,
kiie e

 
      0,1,2,3.k   

                 0,k   0
0 cos0 sin 0 1;iw e i     

                           1,k   
2
4 2

1 cos sin
2 2

ii
w e e i i

  
     ; 

        2,k   
4
4

2 cos sin 1
i iw e e i


        ; 
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        3,k   
6 3
4 2

3

3 3
cos sin .

2 2

i i
w e e i i

   
       

Назар аударыңыз! Осы мысалдағы 
0 2

4 04 4 41 1 1
kiie e

 
        

теңдігінің сол жағындағы 4 1  өрнегінің (1 комплекс санының 

төртінші дəрежелі түбірінің) төрт мəні бар, ал оң жағындағы 4 1  

өрнегінің (1 нақты санының арифметикалық түбірінің) бір мəні бар!    

2-мысал.             
2

43 33 341 2 2 ,
k

ii
i e e

 


       0,1,2.k   

                  0,k   6 12
0 2 ;

i
w e


   

                 1,k   
2

4 9
6 6 63 12 4

1 2 2 2 .
i i i

w e e e

 
 

       

                 2,k   
17

6 12
2 2 .

i
w e


   
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§ 2. Комплекс айнымалды функция  
        

z x iy   жəне w u iv   комплекс сандарының сəйкес екі 

жазықтығы берілсін (3-сурет). 
 

                                                        
                                     

                                                                                        
                                           
                                             
                                                 
                                                3-сурет     
         

Егер əрбір z D  комплекс санына қандай да бір f  ережесі 

бойынша w G  саны сəйкес қойылса, онда D  жиынында D  

жиынын G  жиынының ішіне бейнелейтін бірмəнді функция берілді 

дейді жəне оны ( )w f z  арқылы белгілейді. 

      D  жиыны ( )f z функциясының анықталу жиыны (аймағы) деп 

аталады. Егер G  жиынының əрбір нүктесі ( )f z  функциясының 

мəні болса, онда G  осы функцияның мəндер жиыны немесе D  

жиынының f функция бойынша бейнесі деп аталады: ( ).G f D  

Бұл жағдайды f  функциясы D  жиынын G  жиынына бейнелейді 

дейді.   

       Мұнда ( ) ,w f z u iv    сонымен бірге u  мен v  айнымал-

дарының z x iy  , яғни  ,x y  нүктесіне тəуелділігін ескерсек, 

онда функцияны      ( ) , , ,     ,  f z u x y iv x y x y D    түрінде 

жазуға болатынын көреміз. Мұндағы    , ,  , ,u u x y v v x y    

 ,x y D   нақты мəнді функциялары f  функциясының сəйкес 

w G  
V

u 

O
x

y 

z D  

O 
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нақты жəне жорамал бөліктері:  , Re ( ),u x y f z  

 , Im ( ).v x y f z  

       Мысалы, 2w z дəрежелік функция үшін,  22z x iy    

2 2 2 ,x y i xy    яғни 2 2 2 2Re ,  Im 2 ;z x y z xy    

        zw e  –  көрсеткіштік  функциясы  үшін   yeew xz (cos   

,sincos)sin yieyeyi xx   (§ 1 (6) теңдікті қараңыз), яғни 

Re cos ,z xe e y  Im sin .z xe e y  Бұл функция нақты айнымалды 

көрсеткіштік функцияның қасиеттеріне ие: 1 2 1 2 ;z z z ze e e     

1

1 2

2
;

z
z z

z

e
e

e
    .

nz nze e  Сонымен бірге ол периоды 2T i  тең 

периодты функция: 2 .z i ze e   Шынында да,  
2 2z i x iy ie e      2x i ye     2i yxe e    

      cos 2 sin 2 cos sinx xe y i y e y i y        x iye e 

.x iy ze e   
      Енді тригонометриялық функцияларды қарастырайық (§1 (7) 

теңдіктерді қараңыз):  cos ,
2

iz ize e
z


   sin .

2

iz ize e
z

i


       

Бұл функциялардың көмегімен тангенс жəне котангенс 

функциялары анықталады:  
sin cos

, .
cos sin

z z
tgz    ctgz

z z
                   

Тригонометриялық функциялар үшін нақты тригонометриялық 
функциялардың барлық қасиеттері сақталады.  Мысалы, 

2 2cos sin 1;z z  2 2cos2 cos sin ;z z z   cos 2 cosz z   жəне 

т.с.с Шынында да, мысалы,

2 2

2 2cos sin
2 2

iz iz iz ize e e e
z z

i

     
      

   
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2 2 2 22 2 4
1.

4 4 4

i z iz iz i z i z iz iz i ze e e e e e e e      
     Қалғандары да 

осылай дəлелденеді (өз бетіңізше дəлелдеңіз).  
       Нақты айнымалды гиперболалық функцияларға ұқсас етіп 
комплекс айнымалды гиперболалық функцияларды анықтайық:   

c ,
2

z ze e
hz


 sin ,

2

z ze e
z

i


  

s c
, .

c

hz hz
thz   cthz

hz shz
   

Гиперболалық функциялар үшін де нақты айнымалды 
гиперболалық функциялардың қасиеттері сақталады. Мысалы, 

2 2

2 2c
2 2

z z z ze e e e
h z sh z

     
      

   
 

                                
2 2 2 22 2 4

1.
4 4

z z z z z z z ze e e e e e e e       
    

Тригонометриялық функциялар мен гиперболалық функциялар 
арасындағы байланыстар келесі формулалармен өрнектеледі: 

      cos , , sin , sin .iz chz    chiz cosz     iz i shz     shiz i z             (1) 

Бұл теңдіктердегі i жорамал бірлік сан нақты тригонометриялық 
функциялардағы минус «-» таңбасын елестетеді. Мысал ретінде 

бірінші теңдікті дəлелдейік: cos .
2 2

i iz i iz z ze e e e
iz chz

    
    

Қалғандары да осылай дəлелденеді (өз бетіңізше дəлелдеңіз).  
Мысал.          

 sin 2 sin 2 cos cos 2 sin sin 2 c 1 cos 2 s 1.i i i h i h          

Логарифмдік функцияw Lnz  – ол we z  көрсеткіштік 

функциясына кері функция. Оны анықтау үшін w u iv Lnz    
функциясының нақты жəне жорамал бөліктерін тапсақ болғаны. Ол 

үшін we z  теңдігін пайдаланамыз: 

 cos sin .u iv u iv ue e e e v i v z        Бұдан, екі комплекс санның 

теңдігінің анықтамасын пайдаланып, 
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,  arg 2ue z v Argz z k     аламыз. Бірінші теңдіктен lnu z  

шығады. Олай болса, кез келген 0z   сандары үшін 

   ln ln arg 2 ,   0, 1, 2,... .Lnz z i Argz z i z k k          (2)   

Бұдан, берілген z санына логарифмдік функцияның ақырсыз көп 

мəндері сəйкес келетінін көреміз. Бұлардың ішіндегі 0k  -ге 
сəйкес функцияны логарифмдік функцияның бас мəні деп атайды 

да, ln z арқылы белгілейді: ln ln arg .z z i z    

Мысалы,      1 ln 1 arg 1 2Ln i k              

               ln1 2 1 2 ,    i k i k k        бүтін сандар.    

Логарифмдік функцияның қасиеттері: 

                1
1 2 1 2 1 2

2

;     .  
z

Ln z z Lnz Lnz Ln Lnz Lnz
z

     

Бұны комплекс сандардың екі жиынының теңдігі деп түсіну 
керек. 

Мысалы, бірінші теңдікті дəлелдейік. 

Анықтама бойынша    1 2 1 2 1 2ln ,Ln z z z z iArg z z   бұдан 

1 2 1 2 1 2ln ln ln ln ,z z z z z z      1 2 1 2Arg z z Argz Argz   

қатыстары орындалатындықтан, жоғарыдағы бірінші теңдікті 
аламыз.  

Кез келген комплекс а саны мен z саны үшін .z z Lnaa e              
Мысалы, 

    2ln (ln1 arg 2 ) 2 ,   
ki i iArgi i i i ki iLnii e e e e k


           бүтін сандар. 

Кері тригонометриялық функциялар тригонометриялық 
функцияларға кері функция ретінде анықталады (мысалы, егер 

sinz w берілсе, онда sinw Arc z ). 

                        2sin 1 ;Arc z i Ln iz z                                (3) 
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                        2cos 1 ;Arc z i Ln z z                                (4) 

                       
1

;
2 1

i iz
Arctgz Ln

iz


  


                                        (5) 

                        
1

.
2 1

i z
Arcctgz Ln

z


 


                                          (6) 

Назар аударыңыз! Логарифмдік функция арқылы өрнектелген 
функциялар – көп мəнді болады. 

Мысалы, (3) теңдікті дəлелдейік (қалған теңдіктер де осылай 

дəледенеді): sin .
2

iw iwe e
z w

i


   Бұдан 2 0iw iwe iz e    немесе 

2 2 1 0iw iwe ize   аламыз. Бұл теңдеуді шеше отырып, (3) теңдікке 
келеміз. 

Мысал. 

   2cos1 1 1 1 1 ln1 1Arc i Ln i Ln i i Arg               

2 2 ,i i k k      k  бүтін сандар. 

Комплекс айнымалды функциялардың шегі жəне  үзіліссіздігі.  
Егер  

                                 
0 0

lim ( ) 0
z z

f z A
 

                                       (7) 

теңдігі орындалса, онда    ( ) , ,w f z u x y iv x y    функция-

сының 0z  нүктесінде A a ib   санына тең шегі бар дейді жəне 

оны 
0

lim ( )
z z

f z A


  деп жазады. 

Мұнда    2 2
( )f z A u a v b      теңдігін ескерсек, (7) 

теңдік    
0

2 2

0
lim 0

z z
u a v b

 
     түріне көшеді. Ал 

   0 0 0, ,    ,z x y z x y   деп алсақ, бұл теңдік келесі қос теңдікке 

парапар: 
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   

 
   

 
0 0 0 0, , , ,

lim , ,     lim , .
x y x y x y x y

u x y a v x y b
 

                  (8) 

Комплекс айнымалды ( )f z жəне ( )g z  функцияларының 

шектері үшін нақты мəнді функциялар шектерінің келесі  

қасиеттері сақталады:  егер 
0 0

lim ( ),   lim ( )
z z z z

f z g z
 

шектері бар болса, 

онда  
0

lim ( ) ( )
z z

f z g z


 ,   
0

lim ( ) ( )
z z

f z g z


,  
0

( )
lim

( )z z

f z

g z
 шектері де бар 

жəне келесі теңдіктер орындалады: 

                     
0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( );
z z z z z z

f z g z f z g z
  

    

                     
0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( );
z z z z z z

f z g z f z g z
  

  

                    0

0 0

0

lim ( )( )
lim ,      lim ( ) 0.

( ) lim ( )
z z

z z z z
z z

f zf z
g z

g z g z


 


   

Анықтама.  Егер 0z  нүктесінде жəне оның маңайында 

анықталған f  функциясы үшін 
0

0lim ( ) ( )
z z

f z f z


  теңдігі 

орындалса, онда    ( ) , ,w f z u x y iv x y   функциясы 0z  

нүктесінде үзіліссіз деп аталады. 

Мұндағы 
0

0lim ( ) ( )
z z

f z f z


  келесі қос теңдікке парапар 

   
   

0 0
0 0

, ,
lim , , ,

x y x y
u x y u x y


  

   
   

0 0
0 0

, ,
lim , ,

x y x y
u x y u x y


  болған-

дықтан, f  функциясының 0z  нүктеде үзіліссіздігі  ,u v  

функцияларының  0 0,x y нүктесіндегі үзіліссіздікке парапар. Ал 

жоғарыда арифметикалық амалдарға қатысты теңдіктерге сүйенсек, 

0z  нүктесінде үзіліссіз ( )f z  жəне ( )g z  функцияларының 

қосындысы, айырымы, көбейтіндісі жəне бөліндісі де осы нүктеде 
үзіліссіз болатынын көреміз.  
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§ 3. Комплекс айнымалды функцияның туындысы 
 

Аймақ деп байланысты ашық жиынды айтады (мысалы, Айдос 
Е.Ж. «Жоғары математика-3, «Бастау», 2015 ж.  9.1.1. п. қараңыз). 
Егер D аймақта жүргізілген кез келген үзіліссіз, өзімен-өзі 
қиылыспайтын, тұйық қисықпен шектеліп тұрған G аймағы 
толығымен D аймағында жатса, онда D аймағы бірбайланысты деп 
аталады. Бұл қасиетке ие емес аймақ көпбайланысты деп аталады. 

Мысалы, ашық шар – бір байланысты. Ал  5||2:  zzD  – 

аймағы (сақина) көпбайланысты (екібайланысты), өйткені аймақта 

жатқан L қисығы шектеп тұрған аймақ  5||2:  zzD  аймағында 

толығымен жатпайды (4-сурет). 
 

 
4-сурет 

Комплекс жазықтықтың D аймағында бірмəнді ( )w f z  

функциясы берілсін.  

( )f z  функциясының z D  нүктедегі туындысы деп 

z  аргумент өсімшесі нөлге кез келген тəсілмен ұмтылғандағы 

                         
0 0

( ) ( )
lim lim ( )
z z

w f z z f z
f z

z z   

     
 

               (1) 

түріндегі шекті айтады. 
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Мұндағы z  аргумент өсімшесінің нөлге ұмтылу тəсілдерінің 
саны – ақырсыз, бірақ сол жағдайдың барлығында (1) шек бар 
болуы керек. 

Бұл анықтамадан жəне комплекс айнымалды функцияның 
шегінің қасиеттерінен дифференциалдық есептеулердегі 
қосындының, айырымның, көбейтіндінің, бөліндінің, кері 
функцияның, күрделі функция туындыларының ережелері  
комплекс айнымалды функция үшін де сақталатынын айтуға 
болады.   

Теорема.    ( ) , ,w f z u x y iv x y    функциясы   

 ,z x iy x y D     нүктесінің маңайында анықталсын, сонымен 

бірге оның u  нақты жəне v  жорамал бөліктері  ,x y  нүктесінде 

дифференциалдансын. Онда ( )w f z  функцияның осы нүктеде 

туындысы бар болуы үшін келесі шарттардың орындалуы қажетті 
жəне жеткілікті: 

                           ,    .
u v v u

x y x y

   
  

   
                                       (2) 

 (2) теңдіктерді Коши-Риман немесе Даламбер-Эйлер шарттары 
деп атайды. Мұндағы ,u v  функцияларын D аймағында өзара 

түйіндес деп атайды. 

   Қажеттілігі. Функцияның туындысы z нүктесінде бар 

болсын: 
0 0

( ) ( )
( ) lim lim ,

z z

w f z z f z
f z

z z   

     
 

 мұндағы  

       , , , , .w u x x y x u x y i v x x y x v x y                    

Сонымен, z  аргумент өсімшесінің нөлге қандай тəсілмен 

ұмтылса да, шек ( )f z санына тең болсын. Мысалы, егер 

А) 0z x i x       болса, онда 0     0;z x       

Ал егер Б) 0z i y i y       болса, онда 0     0.z i y       



22 
 

А)  жағдайында 
0

( ) lim
z

w
f z

z 

  


 

       
0

, , , ,
lim
x

u x x y u x y v x x y v x y
i

x x 

      
     

 

 

       
0 0

, , , ,
lim lim
x x

u x x y u x y v x x y v x y
i

x x   

     
  

 
 

 

,
u v

i
x x

 
 
 

  ал Б) жағдайында 
0

( ) lim
z

w
f z

z 

  


 

       
0

, , , ,
lim
y

u x y y u x y v x y y v x y

i y y 

      
     

 

 

       
0 0

, , , ,
lim lim
y y

u x y y u x y v x y y v x y

i y y   

     
  

 
 

 

u v
i

y y

 
  

 
 аламыз. Алынған екі мəн өзара тең болуы керек 

болатындығын ескеріп, (2) теңдіктерге келеміз. 
 

Жеткіліктілігі.    , ,  ,u x y v x y функциялары  ,x y  нүкте-

сінде дифференциалдансын жəне (2) шарттар орындалсын. Онда 

,  u v  функцияларының  ,x y  нүктесіндегі өсімшелерін келесі 

түрлерде жазуға болады: 

     1, , ( ),  0,
u u

u u x x y x u x y x y
x y

   
            

 
 

    2, , ( ),   0,
v v

v v x x y x v x y x y
x y

   
            

 
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мұндағы, 2 2 ,z x y        ал 1 2( ),  ( )     шамалары 

0   ұмтылғанда 2 2z x y        ақырсыз кішкенеге  

салыстырғанда, реті жоғары ақырсыз кішкенелер:   

1 2

0 0

( ) ( )
lim 0,   lim 0.
 

   
  

     Сондықтан 
w u i v

z x i y

   
 

   
 

  1 2( ) ( )  0,  0i             

 

 
u u v v

x y i x y
x y x y

x i y z

 
    

              
   

 

 
u v v u

x y i x y
x x x x

x i y z

 
                  

   
 

       
0

1 .

u v
x i y y i x u vx x i

x i y z x x 

   
 

 
               

     
 

Мұндағы  
0

1





белгісі 0   ұмтылғанда ақырсыз кішкене 

функция. Сонымен, 
0

lim ,
z

w u v
i

z x x 

  
 

  
 яғни функцияның 

z нүктесінде ( )
u v

f z i
x x

   
 

 тең туындысы бар.          

Назарыңызға! Функцияның туындысын ( )
u v

f z i
x x

    
 

 

v v u u v u
i i i

y x x y y y

     
     
     

 түрлерінде де жазуға болады. 
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Теоремадан нақты айнымалды функцияның туындылары-    
ның формулалары комплекс айнымалды функция үшін де 

орындалатынын      көруге      болады.     Мысалы,       zezf )(  

 )sin(cos yiye x cos sin .x xe x ie y   

Мұндағы cos ,    sinx xu e y v e y   функциялары жазықтықтың кез 

келген нүктесінде дифференциалданады жəне cosxu
e y

x


 


 

,
v

y





  sin ,xu v
e y

y x

 
   

 
 яғни Коши-Риман шарттары 

орындалады.  Олай болса, 

 ( ) z u v
f z e i

x x

     
 

cos sin .x x ze x ie y e   

Анықтама. Егер D аймақта анықталған ( )w f z  функцияның 

осы аймақтың əрбір нүктесінде туындысы бар болса, онда ол D 
аймақта аналитикалық функция деп аталады.  

Мысалы, жоғарыдағы ( ) zf z e  функциясы – комплекс 

жазықтықта аналитикалық функция. 
         

Егер D аймақта екінші ретті үзіліссіз дербес туындылары бар 

( , )f x y  функциясы Лаплас теңдеуін: 
2 2

2 2
0

f f

x y

 
 

 
 қанағат-

тандырса, ол D аймағында гармониялық функция деп аталады. 

D аймағында аналитикалық    ( ) , ,w f z u x y iv x y     

функциясының нақты жəне жорамал бөліктері осы аймақта 
гармониялық функциялар болатынын көрсетейік. 

         Шынында да, ,    
u v v u

x y x y

   
  

   
  шарттарынан  
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2 2 2 2

2 2
,    ,

u v v u

x y x x y y

   
  

     
 ал бұдан 

2 2

2 2
0

u u

x y

 
 

 
 аламыз. Дəл 

осылай, 
2 2 2 2

2 2
,    ,

u v v u

x y y x y x

   
  

     
 ал бұдан 

2 2

2 2
0

v v

x y

 
 

 
  

аламыз.   

Бірақ     , ,  ,u x y v x y  қандай да бір аймақта гармониялық 

функциялар болғанымен,    , ,u x y iv x y  бұл аймақта 

аналитикалық функция болмауы мүмкін. Мысалы, 

   , ,   ,u x y x v x y y    – гармониялық функциялар, бірақ 

( ) ( )f z x i y z     - аналитикалық функция емес, өйткені  олар  

үшін Коши-Риман шарттары орындалмайды: 1,
u

x





 ал 1.

v

y


 


  

Егер аймақта қандай да бір гармониялық функция берілсе, 

 ,u x y немесе  ,v x y , онда екіншісін осы аймақта Коши-Риман 

шарттарын қанағаттандыратындай етіп таңдап алуға болады. Оны 
өзінің екі дербес туындысы арқылы немесе оның толық 
дифференциалы арқылы тұрақтыға дейінгі дəлдікпен анықтауға 
болады. Сондықтан аналитикалық функция нақты немесе жорамал 
бөлігі бойынша тұрақтыға дейінгі дəлдікпен анықталады. 

Мысал. Жорамал бөлігі 2 22 2v x y x    тең аналитикалық 

функцияны табу керек.  

  Берілген функция үшін Коши-Риман шарттарын жазайық:  

4 ,    4 1 .
u v v u

y x
x y x y

   
      

   
 Бірінші теңдіктен 

 , 4 4 ( )u x y ydx xy y      аламыз, мұндағы ( )y  – қазірше 

кез келген функция. Бұл функцияны анықтау үшін алынған теңдікті 
y бойынша дифференциалдап алып,  Коши-Риман шарттарының 
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екіншісін пайдаланамыз:  
 ,

4 ( ) 4 1.
u x y

x y x
y




     


 Бұдан 

( ) 1  y     ( )y y C     аламыз.  Табылған функцияның 

өрнегін орнына қоямыз:  , 4 .u x y xy y C     Олай болса,  

   2 2, ( , ) 4 2 2w u x y iv x y xy y C i x y x           

   2 2 22 2 2 .i x y ixy i x iy C iz iz C               

Назарыңызға! Берілген бір гармониялық функция бойынша 
аналитикалық функция құру туралы төменде, типтік есептер 
шығару үлгілерінде қарастырылады.   
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  § 4. Комплекс айнымалды функцияларды интегралдау 
         

      D аймағында анықталған    ( ) , ,w f z u x y iv x y    

функциясы берілсін. L D  басы – А нүктесі, ал соңы В нүктесі 

болатын тегіс қисық жəне ол ( ) ( ) ( ),   z z t x t iy t t       –

векторлық немесе оған парапар параметрлік:    

                          
( ),

    
( ),

x x t
t

y y t
 


  

                                        (1) 

теңдеулермен берілсін (5-сурет).    
 

 
                                              5-сурет 
 

Мұнда t   мəні – қисықтың  A z   нүктесіне, t   мəні           

қисықтың  B z   нүктесіне сəйкес келеді. Ал t  -дан t  –

ға дейінгі мəндерге ( t   ) сəйкес нүкте қисық бойымен, А-дан  

В нүктесіне қарай орын ауыстырады. Басқаша айтқанда,   L D  

қисығының бағыты t  параметрінің  -дан  -ге дейін өзгеруіне 

сəйкес келеді. 

   ( ) , ,w f z u x y iv x y    функциясының L D  қисығы 

бойынша интегралы келесі түрде анықталады: 
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     ( ) ( )
L L L L

f z dz u iv dx idy udx vdy i vdx udy            

   ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( )u x t y t x t v x t y t y t dt



       

               ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) .i v x t y t x t u x t y t y t dt




                    (2) 

Мұнда ( ) ( ) ( )z t x t iy t     жəне  ( ), ( ) ( ( ))u x t y t u z t  

болатынын ескеріп, (2) теңдікті қысқаша жазуға болады: 

                                ( ) ( ) ( ) .
L

f z dz f z t z t dt




                          (3) 

Сонымен, комплекс айнымалды функцияның интегралы – екі 
қисықсызықты интегралдардың қосындысы жəне оны есептеу жай 
интегралдарды есептеуге əкеледі екен. 

Жоғарыдағы интегралдар кез келген үзіліссіз ( )f z фунция 

жəне кез келген L тегіс қисығы үшін – бар (тегіс қисық ұғымын 
Айдос Е.Ж. «Жоғары математика-2», § 5.1 қараңыз, «Бастау», 2015).    

Мысал. Интегралды есептеу керек: ,
L

zdz  мұнда L  арқылы 

2y x  параболасының  0,0O  жəне  1,1A  нүктелерінің 

арасындағы бөлігі белгіленген.  

  Интегралдау қисығын 
2

,
:  

,   0 1

x x
L

y x x




  
 (мұнда x – 

параметр) түрінде жазуға болатындықтан: 

     
1

2

0

2
L L

zdz x iy dx idy x ix dx i xdx            

  
11 1 2 4 3

2 3 2

0 0 0

1
1 2 ( 2 ) 1 .

2 2 3 3

x x x
x ix i x dx x x ix dx i i           

шығады.   
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Комплекс айнымалды функциялардың интегралдарының 
қасиеттері. 

 

Егер L – құрақты тегіс қисығы 1 2, ,..., nL L L   бағытталған тегіс 

бөліктерден құралса, онда анықтама бойынша келесі теңдік 
орындалады: 

                                   
1

( ) ( ) .
k

n

kL L

f z dz f z dz


                      (4) 

1)   Қисықсызықты интегралдардың қасиеттеріне сүйеніп, 

келесі теңдікті алуға болады: ( ) ( ) ,
L L

f z dz f z dz


    мұнда L  

арқылы L  қисығымен беттесетін, бірақ бағыты L  қисығының 
бағытына қарама-қарсы қисық белгіленген. 

2)  ( ) ( ) ( ) ( ) ,
L L L

A f z B g z dz A f z dz B g z dz        

,A B  тұрақты сандар. 

3)  Егер z L  нүктелері үшін ( )f z M орындалса, онда 

         ( ) ,
L

f z dz Ml  мұндағы l   L  қисығының ұзындығы. 

      Шынында да, жай интегралдардың қасиеттері бойынша  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
L

f z dz f z t z t dt f z t z t dt
 

 

       

           2 2
( )  .M z t dt M x t y t dt Ml

 

 

           

              

1-мысал.  Егер L  центрі 0z нүктесінде, бағыты сағат тіліне 

қарсы бағытталған шеңбер болса, онда 
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0

2 .
L

dz
i

z z


                                                  (5) 

 Радиусін   деп белгілеп, аталған шеңбердің параметрлік 

теңдеуін жазайық:  0

0

cos ,
:

sin ,    0 2 ,

x x t
L

y y t t


 

  
     

   немесе 

     0 0: cos sin ,   0 2 .L x x i y y t i t t         Бұл теңдікті 

келесі түрде жазуға болады:   0:  ,    0 2 .itL z z e t      

Олай болса, 
2 2

0 0 0

2 .
it

it
L

dz ie dt
i dt i

z z ie

  


  
          

2-мысал. Егер L центрі 0z нүктесінде, бағыты сағат тіліне 

қарсы бағытталған шеңбер болса, онда 1n   бүтін сандары үшін 
келесі теңдік орындалады: 

                                0 0.
n

L

z z dz                                          (6) 

           
2 2

1 ( 1) 1 ( 1)
0

0 0

n n i n t n i n t

L

z z dz ie dt i e dt
 

           

2( 1)
1

0

0,
( 1)

i n t
n e

i
i n






 


 өйткені кез келген бүтін n саны үшін 

2( 1) 1.i ne         

1-теорема (Коши). Егер ( )f z бір байламды D аймағында 

аналитикалық функция болса, онда ( )f z  функциясының D 

аймағында жатқан кез келген тұйық   контур бойынша интегралы 

нөлге тең: ( ) 0.
L

f z dz   

  Теоерема шарты бойынша ( )f z u iv   функциясының 

нақты жəне жорамал бөліктері үзіліссіз дифференциалданады жəне 
олар үшін Коши-Риман шарттары орындалады:  
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                                ,    .
u v v u

x y x y

   
  

   
                                (7) 

 

Бұл теңдіктерден vdx udy  жəне udx vdy  қандай да бір 

функциялардың толық дифференциалдары болатыны шығады 
(Айдос Е.Ж. «Жоғары математика-3», «Бастау», 2015, § 10.3- 
теореманы қараңыз). Олай болса, бұл өрнектердің тұйық контур 
бойынша қисықсызықты интегралдары нөлге тең (бұл да сонда,          

§ 11.9 қараңыз):     ( ) 0.f z dz udx vdy i vdx udy
  

            

Мысалы, z жазықтығында  0,1, 2,... ,nz n   ,ze   0 ,za a    

sin ,   cos ,z z  s ,  chz hz  аналитикалық функциялар болғандықтан, 

теорема бойынша олардың кез келген тұйық құрақты-тегіс   
контур бойынша интегралдары нөлге тең:   

0,  0, ....n zz dz e dz
 

    

Коши теоремасынан келесі тұжырымдардар шығады: 

1-салдар. Егер ( )f z бір байламды D аймағында аналитикалық 

функция, ал DГ   – бастапқы жəне соңғы нүктелері сəйкес 1z  

жəне 2z  болатын  құрақты-тегіс қисық болса, онда ( )f z dz

  

интегралы Г қисығының пішініне емес, оның бастапқы жəне соңғы 
нүктелеріне  ғана тəуелді: 

2

1

( ) ( ) .
z

z

f z dz f z dz


   

2-салдар. Егер ( )f z бір байламды D аймағында аналитикалық 

функция, ал ( )f z  оның осы аймақтағы қандай да бір алғашқы 

функциясы болса, онда кез келген 1 2,z z D  нүктелері үшін  
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                     ).()()()( 12
2

1

2

1

zfzfzfdzzf z
z

z

z

                    (8) 

Мысалы, 

22 3
2

1 1

8 1 7
.

3 3 3

z
z dz


    

2-теорема. D аймағы   контурымен шектелсін. Ал    оң 
бағытталған (  контурымен айналғанда, D аймағы сол жақта 

қалады) құрақты-тегіс күрделі контур болсын.   Онда D D    

тұйық аймақта аналитикалық ( )f z функцияның   контур бойынша 

интегралы нөлге тең:  ( ) 0.f z dz


  

  6-суретте D екібайланысты аймақ  оң бағытталған құрақты-

тегіс 1 2      контурмен шектелген. 

              

 
             6-сурет                                              7-сурет      
 

1  мен 2  контурларын, 7-суретте көрсетілгендей, тегіс   

бөлікпен қосамыз.  -ны қарама-қарсы екі тəсілмен бағыт-

таймыз: ,   .    Нəтижесінде бағытталған 2 1           

контурмен шектелген бірбайланысты жаңа 1D  аймағын аламыз. 1- 

теорема бойынша 
2 1   

( ) 0.f z dz
     

  Мұнда  
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( ) ( ) ( ) 0f z dz f z dz f z dz
      

      болатынын ескерсек,  

1 2  

( ) ( ) ( ) 0.f z dz f z dz f z dz
  

           

Салдар. Егер екі байланысты  D аймағын шектейтін   мен 1  

контурлардың екеуінің де бағыттары сағат тіліне қарсы болса (8-

сурет), онда 2-теорема шартын қанағаттандыратын ( )f z  

функциясы үшін келесі теңдік орындалады:  

                                 
1  

( ) ( ) .f z dz f z dz
 

                                 (9) 

 
                                          8-сурет 
 

(9) теңдіктен (5) жəне (6) теңдіктердегі центрі 0z нүктесі 

болатын L шеңбердің орнына ішінде 0z  нүкте жатқан, сағат тіліне 

қарсы бағытталған, кез келген тұйық құрақты-тегіс L  контурды 
алуға болатынын көреміз: 

                                      
0

2 ,
L

dz
i

z z





                                      ( 5 ) 

                                         0 0.
n

L

z z dz


                              (6 )  
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Ескерту. Салдардағы шарттарды қанағаттандыратын көп 

байламды D аймағын шектейтін контурлар , 1 , 2 ,..., n   болса  

( 9-сурет), онда келесі теңдік орындалады: 

                              
1  

( ) ( ) .
k

n

k

f z dz f z dz
 

                            9  

          
Назарыңызға!  Бұдан кейін тұйық құрақты-тегіс үзіліссіз 

контур деп жатпастан, ықшамдап «контур» дейміз. 
                                            

 
                                                     9-сурет 
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§ 5. Коши формуласы. Коши интегралы тектес интеграл 
 

( )f z  бір байламды тұйық D D L   аймағында анали-

тикалық функция болсын, мұндағы L – аймақтың оң, яғни сағат 
тіліне қарсы бағытталған, құрақты-тегіс шекарасы (10-сурет). 

Онда Коши формуласы орын алады:  

                                
0

0

1
,

2 L

f z dz
f z

i z z


                                 (1)       

 мұндағы 0z –  L контурдың ішіндегі кез келген нүкте. 

 
0

1

2 L

f z dz

i z z   Коши интегралы деп аталады. 

Бұл формула аналитикалық функцияның D аймағының L 
шекарасында анықталуы оның D аймағының кез келген ішкі 
нүктелеріндегі мəнін табуға мүмкіндік беретінін көрсетеді.  

 

 
10-сурет 

      

      
0

f z f z
z

z z






 функциясы – D D L   аймағының 

0z z  нүктесінен басқа нүктелерінде аналитикалық функция. 

0z z  нүктесін центр етіп алып, кез келген 0  радиуспен оң 

бағытталған D  шеңбер жүргіземіз (10-суретті қараңыз).  
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Онда §5 (9) теңдік бойынша 
L  

( ) ( ) z dz z dz


    аламыз. 

Мұндағы 
0 - =  

( ) ( ) 
z z

z dz z dz
 

   интегралы ρ-ға тəуелді 

емес.      
0

f z f z
z

z z






 теңдігінен    

0
0lim

z z
z f z


  шығады.  

Егер  z  функциясын 0z z  нүктесінде    0 0z f z   деп 

анықтасақ, онда ол D  тұйық аймақта үзіліссіз болады, сондықтан 

оның модулі шенелген    z M z D    . Шенелген функцияға   

§ 4 3-қасиетті қолданып, 
 

( ) 2z dz M


     аламыз. Жоғарыда 

айтқандай, 0  санын кез келген етіп алуға болады, ал 
 

( ) z dz


  

интегралы ρ-ға тəуелді емес болғандықтан, соңғы теңсіздіктен 

 

( ) 0,z dz


   ал бұдан 
 L 

( ) ( ) z dz z dz


     

   0

0

0
L

f z f z
dz

z z


 

  аламыз. Мұндағы соңғы теңдіктен, § 4 ( 5 ) 

теңдікті ескеріп, 
   0

0 0L L

f z dz f z dz

z z z z
 

     0
0L

dz
f z

z z


  

 02 ,i f z   яғни (1) теңдікті аламыз.         

            
Назарыңызға!  Егер 0z нүктесі L контурдың сыртында жатса, 

онда 
 

0

f z

z z
 функциясы D  тұйық аймақта аналитикалық функция 

болатындықтан, Коши интегралы нөлге тең: 
 

0

1
0.

2 L

f z dz

i z z


  
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Мысал. Есептеу керек: 
2

2

sin
,

4 3z

z
dz

z z    мұндағы  контур  оң 

бағытталған (11-сурет). 
 

                    
 
               
   
                                      -2                             2                                                        
 
 

 
11-сурет 

 
 

 Интеграл астындағы функциядан көрсетілген аймақта 
аналитикалық болатын функцияны бөліп алып, берілген интегралды 
Коши интегралына келтіреміз:  

  2
12 2 2

sin
sin sin sin3 2

4 3 3 1 1 3 zz z z

z
z z zzdz dz dz i

z z z z z z


  

    
       

 

sin1
2 sin1 .

2
i i 

            

Коши формуласы көп байламды аймақ үшін де орында-
латынын көрсетейік.  

     Мысалы,  D – оң бағытталған L шекарасы бар екі 

байланысты аймақ болсын,  ал L  сəйкес бағытталған екі 0L  жəне 

1L  тұйық контурлардан құралсын: 0 1L L L   (12-сурет). 

X
O

Y
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12-сурет 

 

z0 аймақтың кез келген нүктесі болсын. 0L  жəне 1L  

контурларды z0 нүктесі арқылы өтпейтін, 1L -ден 0L -ге қарай 

бағытталған,  құрақты-тегіс   қисығымен жалғаймыз. Сонымен 

бірге   қисығымен беттесетін, бірақ оған қарама-қарсы 

бағытталған    енгіземіз. Егер D аймағынан  -ны алып тастасақ, 

онда оның қалған бөлігі D  бір байламды аймақ болады, ал оның 

шекарасы – оң бағытталған 0 1L L L L             

контуры.  

( )f z функциясы D тұйық аймақта аналитикалық функция 

жəне 0z D  болғандықтан, бірбайламды аймақ үшін Коши 

теоремасын пайдаланып6 

         
0

0 0 0 0

1 1

2 2L L

f z dz f z dz f z dz f z dz
f z

i z z i z z z z z z  


 
          

   
 

0

1

2 L

f z dz

i z z


  аламыз, өйткені 
   

0 0

0.
f z dz f z dz

z z z z  

 
        

Енді Коши интегралы тектес интегралды қарастырайық.  
Егер  L – кез келген бағытталған құрақты-тегіс қисық (оның 

тұйық болуы міндетті емес), ( )z  осы L қисықта анықталған 
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үзіліссіз функция жəне нүкте L   болса, онда  Коши интегралы 

тектес интеграл деп келесі өрнекті айтады: 

                                     1
.

2 L

z dz
F

i z




 


                            (2) 

Бұл өрнек  L қисығынан тыс жатқан нүктелерде анықталған 

 0F z функциясын көрсетеді. 

Теорема. Коши интегралы тектес интеграл барлық L   

нүктелерде аналитикалық  F   функция болады. Бұл функцияның 

п ретті туындысы келесі формула бойынша есептеледі: 

                              
  1

!
,    1, 2,... .

2
n

n
L

z dzn
F n

i z




   
            (3) 

   Дəлелдеуін, мысалы, [1] кітаптан қарауға болады.   
 

Теоремадан келесі маңызды тұжырым шығады. 

Егер ( )w f z    D аймағында аналитикалық функция болса, 

онда оның осы аймақта кез келген п ретті туындысы бар. 

 Егер      D аймағындағы кез келген нүкте,    центрі 

 нүктесі болатын, D аймағында орналасқан дөңгелек, ал γ оның 

сағат тіліне қарама-қарсы бағытталған шекарасы (шеңбер) болса, 
онда келесі Коши формуласын жаза аламыз: 

    1
.

2

f z dz
f

i z


 


  Бұл  f   функциясының Коши 

интегралы  тектес интеграл арқылы өрнектелгенін көрсетеді ( ,L   

( ) ( )z f z  ). Онда жоғарыдағы теорема бойынша  f z  

функциясы ақырсыз рет дифференциалданады жəне  

                        
  1

!
,    1, 2,... .

2
n

n

f z dzn
f n

i z


   

             (4)    
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Аталған тұжырымнан комплекс айнымалды аналитикалық 
функция мен дифференциалданатын нақты айнымалды функцияның 
ерекшеліктерін айқын көреміз (нақты айнымалды функцияның 
бірінші ретті туындысы бар болуынан оның жоғарғы ретті 
туындыларының бар болуы шықпайды). 

 (4)  формуладан кейбір интегралдарды есептеуге қолайлы 
формуланы аламыз:   

                       
 

 
   1

2
,    1, 2,... .

!
n

n

f z dz i
f n

nz

 
   

               (5) 

          

Мысал. Есептеу керек: 
 22

1 1

.
1z

dz

z  
  

        

  Интеграл астындағы функцияны  (5) интеграл астындағы 

функция түріне келтіреміз: 
 

 
 

2

2 22
1 1 1 1

1

1

11z z

zdz
dz

zz   


 


   

 (5) формуланың
 2

1
( ) ,   1,  1

1
f z n

z
  


 жағдайы  =   

   2 3

1
1

2 1 2
 2

1! 1 1
z

z

i
i

z z

 




  
     

   
 

4
.

8 2

i i  
        
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§ 6. Комплекс мүшелі қатарлар туралы қысқаша мəліметтер 
            

Келесі қатарды қарастырамыз:  

                                             
0 0

.n n n
n n

z x iy
 

 

                           (1)       

Егер  lim nn
S S


  (мұнда 1 2 ...n nS z z z    )  ақырлы шегі бар 

болса, онда (1) қатар жинақты, ал S x iy   саны оның 

қосындысы деп аталады: 
0

.n
n

z S




    

Егер 
0 0

,    n n
n n

x y
 

 
  қатарлары жинақты болса, тек сонда ғана 

(1) қатар жинақты болады жəне 
0 0

,    .n n
n n

x x y y
 

 

            

Егер  

                                         
0

n
n

z



                                              (2) 

қатары жинақты болса, онда (1) қатар абсалют жинақты деп 
аталады.   (2) қатар мүшелері теріс емес нақты сандар қатары 
болғандықтан, оған қатарлардың жинақтылығының барлық 
белгілерін қолдануға болады.   

Абсалют жинақты қатар жинақталады. Шынында да, (2) 
қатардың жинақтылығының Коши белгісі бойынша,  

0  :N 1 2 ,n n n pz z z       ,  ,p n N   ал бұдан  

1 2 2 1 ... ,n n n p n n n pz z z z z z             ,  p n N   аламыз.  

Алынған тұжырым, Коши белгісі бойынша, (1) қатардың 
жинақтылығын көрсетеді.   

Комплекс жазықтықтағы Е  жиынында анықталған келесі 
функциялық қатарды қарастырайық: 
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0

( ),n
n

u z



      .z E                             (3) 

Бұл қатардың п-ші дербес қосындысы ( ),nS z  ал қосындысы 

( )S z  болсын. Егер 0  ( ) :  ( ) ( )nN N S z S z          

  n N z E     орындалса, онда (3) функциялық қатар ( )S z  

функциясына Е жиынында бірқалыпты жнақталады дейді. 
Нақты мүшелі қатарлар сияқты, мұнда да  Вейерштрасс белгісі 

орын алады: егер  ( ) ,   0,1, 2,... n nz E u z c n     жəне 
0

n
n

c



  

сандық қатары жинақты болса, онда (3) функциялық қатар Е 
жиынында бірқалыпты жəне абсолют жинақты. 

Функциялық қатардың мүшелері қандай да бір қисық бойында 
үзіліссіз, ал қатар осы қисық бойында бірқалыпты жинақты болса, 
онда: 1) қатардың қосындысы осы қисық бойында үзіліссіз болады;  
2) қатарды осы қисық бойынша мүшелеп интегралдауға болады 
жəне мүшелеп интегралданған қатар осы қисық бойында 
бірқалыпты жинақталады. 

Теорема (Вейерштрасс). Егер бір байламды  D аймақта 

( ),   0,1,2,...nu z n   аналитикалық функциялар болып, осы аймақта 

(3) функциялық қатар бірқалыпты жинақты болса, онда оның 
қосындысы да D аймақта аналитикалық функция болады. Сонымен 

бірге D аймақтың шекарасында ( ),   0,1,2,...nu z n   үзіліссіз болса, 

онда (3) функциялық қатарды ақырсыз рет мүшелеп 
дифференциалдауға болады. 

Коэффициенттері комплекс сандар болатын дəрежелік қатар 
берілсін:  

                                       
0

.n
n

n

a z



                                                (4) 

Дəрежелік қатарлар теориясында негізгі теорема деп аталатын 
келесі тұжырымның маңызы үлкен: 
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Теорема. 
0

n
n

n

a z



  – дəрежелік қатары z R  – ашық 

дөңгелекте абсолют жинақты, ал z R  аймағында жинақсыз 

болатын 0 R   саны табылады. 

R  дəрежелік қатардың жинақталу радиусы деп аталады жəне 
оны табу формуласы нақты мүшелі дəрежелік қатарлардың 
жинақталу радиусының формуласындай: 

                          
1

lim
n n

n

R
a

    немесе 
1

lim n

n
n

a
R

a


  

(егер аталған шектер жоқ болса, онда олардың орнына жоғарғы шек 
алынады). 

Дəрежелік қатарлар теориясы, əдетте, Абель теоремасынан 
бастау алады. 

Теорема (Абель).   
0

n
n

n

a z



  – дəрежелік қатар z q R    

тұйық дөңгелекте абсолют жəне бірқалыпты жинақты. 

 q   дəрежелік қатар жинақталатын ашық дөңгелекте жатқан 

нақты сан болғандықтан, алдыңғы теорема бойынша, (4) дəрежелік 
қатар q  нүктесінде абсолют жинақты:  

0

.n
n

n

a q




   Сонымен бірге Абель теоремасының шарты бойынша 

,   0,1,2,...n n
n na z a q n  , ал бұл теңсіздіктің оң жағы z-ке 

тəуелсіз жəне олардан құралған қатар жинақты болғандықтан, 

Вейерштасс белгісі бойынша (4) дəрежелік қатар z q R   тұйық 

дөңгелекте абсолют жəне бірқалыпты жинақты.    

0

( ) n
n

n

f z a z




 - дəрежелік қатар  z q R   тұйық дөңгелекте 

бірқалыпты жинақталатындықтан ( q  кез келген сан: q R ), 
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қатардың ( )f z – қосындысы z R  ашық дөңгелекте үзіліссіз 

функция болады. Бұл функцияның   ( ),nf z  яғни реті кез келген 

туындысын (4) қатарды осы дөңгелекте мүшелеп дифференциалдау 
арқылы алуға болады. Мүшелеп дифференциалдап (немесе 
мүшелеп интегралдап) алынған дəрежелік қатарлардың жинақталу 
радиусы берілген (4) дəрежелік қатардың жинақталу радиусына тең. 

Олай болса, дəрежелік қатардың қосындысы z R  ашық 

дөңгелекте аналитикалық функция болады. 
Ескерту. (4) дəрежелік қатардың жинақталу жиыны – центрі 0 

нүктесі, ал радиусі R -ге тең дөңгелек болса, келесі дəрежелік 
қатардың: 

                                 0
0

n

n
n

a z z




                                               (5) 

жинақталу жиыны – центрі 0z  нүктесі, ал радиусі R -ге тең 

дөңгелек: 0z z R   (дөңгелек шеңберінің бойындағы нүктелер 

қарастырылмайды). Бұл дəрежелік қатарды 0z z    айнымал 

ауыстыруы арқылы (4) дəрежелік қатар  

түріне келтіруге болады: 
0

.n
n

n

a 



  
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§ 7. Тейлор қатары  
(Тейлор Брук – (1685-1731) ағылшын математигі) 

 

Жинақталу радиусы 0R   тең дəрежелік қатарды қарас-
тырайық: 

                  0 0
0

( ) ,      .
n

n
n

S z a z z z z R




                      (1) 

 
Дəрежелік қатарды (жинақталу радиусын сақтай отырып) 

ақырсыз рет мүшелеп дифференциалдауға болатынын ескеріп,  
     1 0( ) ! 1 ... 2k

k kS z a k a k z z           

        2

2 02 ...3 ...ka k z z        аламыз. Бұдан 0z z  үшін 

 
0( ) !,k

kS z a k   ал бұдан 
 

0( )
,    0,1̀ , 2,...

!

k

k

S z
a k

k
   аламыз.  

Демек, дəрежелік қатар өзінің қосындысының Тейлор қатары  

екен:  
 

 0
0 0

0

( )
( ) ,      .

!

n
n

n

S z
S z z z z z R

n





     

Егер §5  (4)  формуланы:      
  1

!
,    1, 2,... .

2
n

n

f z dzn
f n

i z


   

  

0z  нүктесі үшін аналитикалық ( )S z  функциясына арнап жазсақ: 

     
 0 1

0

!
,    1, 2,....

2
n

n

S z dzn
S z n

i z z  
  (мұндағы    дəрежелік 

қатардың жинақталу аймағында жатқан, сағат тіліне қарсы 

бағытталған, 0z  нүктесін қамтитын кез келген  контур).  Ендеше:                      

         

   
   

 
0

1

0

( ) 1
,    1, 2,... .

! 2

k

k k

S z dzS z
a k

k i z z   
                    (2)  
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Теорема. 0z z R   дөңгелекте аналитикалық ( )f z  

функциясы  0z z  айырымының дəрежелері бойынша (осы 

функцияның өзіне жинақталатын) Тейлор қатарына жіктеледі:  

 0
0

( ) ,
k

k
k

f z a z z




   
   

 
0

1

0

( ) 1
,    1, 2,...

! 2

k

k k

f z dzf z
a k

k i z z   
 . (3) 

 (3) теңдік функцияның 0z  нүкте маңайында Тейлор қатарына 

жіктелуі деп аталады. 

 0z z R   дөңгелектің ішінен кез келген z нүктесін алып, 

осы нүкте ішінде қалатындай етіп, центрі 0z , радиусы R  тең, 

оң бағытталған L шеңберін сызамыз (13-сурет).  
 

      
13-сурет 

 

Онда ( )f z  функциясы L контурында жəне оның ішінде 

аналитикалық функция болатындықтан, Коши теоремасы 

бойынша    1

2 L

f d
f z

i z

 
 


  теңдігін жаза аламыз. Интеграл 

астындағы 
1

z 
 бөлшегін келесі түрде жазуға болады:  
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00

0

1 1 1
.

1
z zz z

z
 



 
  


                                (4) 

Мұндағы ,L   ал z  нүктесі L  шеңбердің ішінде 

жататындықтан, 00

0

1.
z zz z

z 


 


 Олай болса, 
0

0

1

1
z z

z





 өрнегін 

геометриялық прогрессияның қосындысы ретінде алуға болады: 
2

0 0

0 0 0

0

1
1 ... .

1

z z z z
z z z z

z
 



  
       



 Бұл өрнекті (4) теңдікке 

қойып, келесі қатарды аламыз: 

                            
 

2

00
32

0 0 0

1 1
... 

( )

z zz z

z z z z   


   

   
              (5) 

Жоғарыда, 0

0

z z

z



 өрнегінің бірден кіші болатынын көрдік 

жəне ол  L   нүктесіне тəуелді емес. Сондықтан (5) қатар кез 

келген L   жəне тұрақты z  үшін бірқалыпты жинақты болады.  

(5) теңдікті  
2

f

i




 бөлшегіне көбейтіп алып (одан қатардың 

бірқалыпты жинақтылығы өзгермейді), L   қисығы бойынша 
интегралдасақ,  

       
 

0
2

0 0

1 1
...

2 2 2L L L

f d f d f dz z
f z

i z i z i z

     
     


   

      теңдігі 

шығады. Мұнда 
   

 
0

1

0

( ) 1
,    1, 2,...

! 2

k

k k

f z dzf z
a k

k i z z   
  деп 

белгілеу арқылы алынған   0
0

( )
k

k
k

f z a z z




   дəрежелік қатар 
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0z z R   дөңгелекте аналитикалық ( )f z  функциясының Тейлор 

қатары болады.         
Нақты айнымалды функциялар  сияқты (3) формулалардан 

элементар функциялардың z  дəрежесі бойынша Тейлор қатарына 
жіктелулерін жазуға болады: 
 

2 3

0

1
1 ...

! 2! 3!
z n

n

z z
e z z

n





        ,               ;z                  (А)   

 

 
3 5 7

2 1

0

1
sin 1 ...

(2 1)! 3! 5! 7!
n n

n

z z z
z z z

n






       
 , ;z     (Ə) 

 

 
2 4 8

2

0

1
cos 1 1 ...

(2 )! 2! 4! 8!
n n

n

z z z
z z

n





        ,     ;z        (Б) 

          
2 3 4

1

1

1
ln 1 1 ...,

2 3 4
n n

n

z z z
z z z

n






           1;z     (В) 

Бұл – логарифмнің бас мəнінің z  дəрежесі бойынша Тейлор 

қатарына жіктелуі. Ал егер көпмəнді   n 1L z функциясының 

басқа мəндері үшін Тейлор қатарын алу керек болса, онда бұл 

қатарға 2 ,   1,  2,...n i n     сандарын қосу керек: 

                    1

1

1
n 1 1 2 ;

n n

n

L z z n i
n








                                 (Г) 

 

     
1

1 ... 1
1 1

!
n

n

n
z z

n
   



    
      

    
    2 31 1 2

1 ...,
2! 3!

z z z
    


  

       1;z         (Ғ) 

Егер мұнда, мысалы, 1    болса, онда  
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     2

0

1
1 ... 1 ... 1 ,

1
n nn n

n

z z z z
z





        
      1;z         (Д) 

Назар аударыңыз!  (Д) теңдігінің сол жағындағы функция – 
бірінші мүшесі 1, ал еселігі – z  тең ақырсыз кемімелі геометриялық 
прогрессияның қосындысы.        

1-мысал. 
2

4
( )

2 3

z
f z

z z


 
 функциясын  0 0z   нүктенің 

маңайында Тейлор қатарына жіктеу керек. 
  Бөлшекті қарапайым бөлшектердің қосындысына 

келтіреміз: 
2

4 1 1
3 .

2 3 1 3

z

z z z z
  

   
 Бірінші, 

1

1z 
 бөлшектің 

жіктелуі (Д)  болғандықтан, екінші, 
1

3
3z




 бөлшегін  Тейлор 

қатарына жіктесек болғаны. Ол үшін бұл бөлшекті (Д) теңдігінің 
сол жағындағы функция түріне келтіріп алып, содан соң z  орнына 

3

z
  өрнегін қоямыз:   

 
0

1 1 1
3 3 1

3 3 31
3

n
n

n

z
zz z





                   
 

  

 2

0 0

1 .
3 3

n n
n

n n
n n

z z 

 

        

Олай болса,  2

4 1 1
3

2 3 1 3

z

z z z z
   

   
 

                 
0 0 1

1
 1   1 .

3 3

n
n nn n

n n
n n n

z
z z

  

  

        
     

Берілген функцияның 1z    мен 3z   ерекше нүктелерінің 

0 0z   нүктесіне жақын орналасқаны 1z    болғандықтан, 

алынған қатардың жинақталу дөңгелігі  1z   болады.        
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2-мысал. 
1

( )
1 2

f z
z




 функциясын  2z   айырымының 

дəрежесі бойынша Тейлор қатарына жіктеу керек. 

 Берілген функцияны (Д) теңдігінің сол жағындағы функция 
түріне келтіреміз:  

            
     

1 1 1 1 1
.

21 2 1 2 2 2 3 2 2 3 1 2
3

z z z z
   

         
 

Мұнда (Д) жіктеліміндегі z  орнында  2
2

3
z  тұрғандықтан,  

 
   

0

1 1 1 1 2
1 2

21 2 3 3 31 2
3

n
n

n

z
z z





              
  

     2

0 0

1 2 1 2
1 2 2 .

3 3 3 3

n n
n n n

n n

z z
 

 

                
     

Бұл қатар  2
2 1,

3
z    немесе 3

2
2

z    шарты орындалса, 

жинақты болады, яғни қатардың жинақталу радиусы 3

2
R   тең.    
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§ 8. Лоран қатары 
(Пьер Лоран (1813-1854) – француз математигі) 

  

                    
 0

1 1 0

1k

k k k
k k

a z z a
z z

 


 

  


                            (1) 

түріндегі қатардан 
0

1

z z



 айнымал ауыстыруы арқылы келесі  

дəрежелік қатарды аламыз:
1

.k
k

k

a 



  Алынған дəрежелік қатар 

R   ( R – жинақталу радиусы)  дөңгелекте абсолют жинақты, ал 

q R     ( q – кез келген сан) тұйық дөңгелекте бірқалыпты 

жинақты болғандықтан, (1) қатар 
0

1
R

z z



 немесе 0

1
z z

R
   

нүктелерде абсолют жинақты да, ал 
0

1
q R

z z
 


  немесе 

0

1 1
z z

q R
    нүктелерінде бірқалыпты жинақты болады.  

Енді  

                           0

n

n
n

a z z




                                                  (2) 

түріндегі қатарды қарастырамыз. Бұл қатар келесі екі қатардың: 

                              0
0

n

n
n

a z z




                                                 (3) 

жəне  

                 0 0
1 1

n m

n m
n m

a z z n m a z z
 




 

                       (4)  

қосындысы ретінде алынады, сонымен бірге (3) жəне (4) қатарлар 
жинақты болса,  тек сонда ғана (2) қатар жинақты. Сондықтан (3) 
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қатар 
0z z R   дөңгелекте, ал (4) қатар 

0z z r   жиынында 

жинақты болатындықтан, (2) қатар 
0 ,    ,r z z R r R     сақинада 

жинақты болады. 
Осы сияқты, 

1 0 2 ,    ,r q z z q R r R       тұйық сақинада (2) 

қатар бірқалыпты жинақты болады. 

Назар аударыңыз! Егер мұнда r R  болса, онда (2) қатар 
жинақты болатын нүкте жоқ. 

Енді ( )f z  функциясының 
0r z z R    сақинада Лорандық 

жіктелуі немесе ( )f z  функциясының  0z z  дəрежесі 

бойынша Лоран қатары деп аталатын қатарды қарастырайық 
(төмендегі (5),  (6) қараңыз). 

Теорема.  Берілген 
0r z z R    (мұнда 0 r R    ) 

сақинада аналитикалық болатын кез келген ( )f z  функцияны осы 

сақинада жинақталатын  

                      0( ) ,
n

n
n

f z c z z




                                       (5)      

мұнда               

                
  1

0

1
,    0, 1, 2,...

2n n

f d
c n

i z

 
     

                          (6) 

 (  – сағат тіліне қарама-қарсы бағытталған, кез келген 

0 ,   z r R       шеңбері)   түріндегі қатармен бірмəнді  

өрнектеуге болады. 

   Сағат тіліне қарсы бағытталған радиустары rжəне R  тен,   
r r R R      болатын с жəне С шеңберлерін саламыз (14-сурет).  
      

Теорема шарты бойынша, ( )f z  функциясы с жəне С 
шеңберлерінің арасындағы сақинада жəне осы шеңберлерде 
аналитикалық функция болады. Сондықтан күрделі контурларға 
арналған Коши теоремасы бойынша келесі теңдік орындалады: 
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14-сурет 

 
 

   1 1
( )

2 2C c

f d f d
f z

i z i z

   
   



 
      немесе  

               1 1
( ) ,

2 2C c

f d f d
f z

i z i z

   
   

 
                                   (7) 

мұндағы z нүкте с жəне С шеңберлерінің арасында жатыр. Бірінші 
интегралда   нүктесі С шеңберінің нүктесі болғандықтан,  

00

0

1,
z zz z

z R


 


 олай болса,  

 

 
 

00
1

0 00 00 0
0

0

1 1 1
,

1

n n

n
n n

z zz z

z z zz z z
z

z

   


 


 

 
           

         (8) 

жəне бұның оң жағындағы қатар барлық C   нүктелерінде 
бірқалыпты жинақты ( z – бекітілген нүкте) болады. Ал екінші 
интегралда   нүкте с шеңберінің нүктесі болғандықтан, 

0

0 0

1,
z r

z z z z

 
 

 
 олай болса,  

           

 

 
 

0
1

00 0
0

0

1 1
,

1

n

n
n

z

z z z z
z z

z z


 







  

      

                           (9)       
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жəне бұның оң жағындағы қатар барлық c   нүктелерінде 
бірқалыпты жинақты ( z – бекітілген нүкте) болады.  Осы (8) бен (9) 
қатарларды (7)-ге қойып, одан соң мүшелеп интегралдап, 

   
 

   
 

0 0
1 1

0 00 0

1 1
( )

2 2

n n

n n
n nC c

z z z
f z f d f d

i iz z z


   

 

 

 
 

 
    

 
    

 
 

   
 

  1

0 01
0 00 0

1 1

2 2

1

n n

n n
n nC c

f d f d
z z z z

i iz z

n k

   
  

 
 

 
 

     
 

   

  
 

  
 

 
   

 
 0 01 1

0 10 0

1 1

2 2
n k

n k
n kC c

f d f d
z z z z

i iz z

   
  

 


  
 

     
 

    

аламыз. Мұндағы 
 

  1

0

n

f

z



 
 кез келген п  үшін сақинада 

аналитикалық функция болғандықтан, Коши теоремасы бойынша, С 
мен с  контурларының орнына сағат тіліне қарама-қарсы 
бағытталған кез келген 

0: ,   z r R        шеңберді алуға 

болады. Сондықтан соңғы теңдіктен (5) шығады жəне nc  

коэффициенттер (6) формуламен есептеледі, яғни олар жалғыз, 
бұдан басқа түрі жоқ.                                                                  

Лоран қатарының бірінші   0
0

n

n
n

c z z




  бөлігі 
0z z R   

дөңгелекте аналитикалық 
1( )f z функциясына жинақталады. Ол 

Лоран қатарының дұрыс бөлігі деп аталады.       

Лоран қатарының екінші   0
1

n

n
n

c z z







  бөлігі 
0z z r   

нүктелерінде аналитикалық
2 ( )f z  функциясына жинақталады. Ол 

Лоран қатарының басты бөлігі деп аталады. Ал 
0r z z R    

сақинасының ішінде 
1( )f z  жəне 

2 ( )f z  функцияларының екеуі де, 
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олай болса, 
1 2( ) ( ) ( )f z f z f z   функциясы да аналитикалық 

функция болады. 
Ескерту.  Қандай да бір аналитикалық функцияны Лоран 

қатарына жіктеу үшін,  көп жағдайларда ,    0, 1, 2,...nc n     

коэффициенттерді (6) формула емес, жасанды əдістер арқылы 
тікелей алуға болады. Оны мысалдар арқылы көрсетейік. 
           

1-мысал.  Функцияны z дəрежесі бойынша ( 0 0z  )  

Лоран қатарына жіктеу керек: 
2

2 1
( ) .

2

z
f z

z z




 
  

 Функцияны қарапайым бөлшектер қосындысына жіктейміз: 

2

2 1 1 1
( ) .

2 2 1

z
f z

z z z z


  

   
 Функцияның үш «сақина ішінде»: 1) 

1;z    2) 1 2;z    3) 2z   аналитикалық функция болатынын 

ескеріп, осы үш жағдайды қарастырамыз. 

1)  1z   болсын. Онда  1
1

2 2

z
   орындалатындықтан,  § 7-

дегі  (Д) формуласы бойынша  

 
0

1 1 1 1
1

2 2 2 21
2

n
n

n

z
zz





         
  

 
1

0

1

2

n

n
n

n

z






  аламыз. Бұл 

қатардың жинақталу аймағы 1,
2

z
  яғни 2;z   

Тағы да § 7. (Д)  формула бойынша 
1 1

1 1z z
  

 
 

0

.n

n

z




    

Бұл қатардың жинақталу аймағы, əрине,  1.z   Сонымен, 

қарапайым бөлшектердің екеуі де 1z   шеңбер ішінде 

жинақталады. Берілген функция 1z   шеңбер ішінде – 

аналитикалық функция болатындықтан, ол Тейлор қатарына 
жіктеледі:  
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               
1 1

0 0 0

1 11 1
( ) 1 .

2 1 2 2

n n

n n n
n n

n n n

f z z z z
z z

  

 
  

  
      

    
    

2) 1 2z   болсын. Бұл нүктелер үшін 
1

2z 
 бөлшегінің 

жіктелуі сақталады: 
 

1
0

11
,

2 2

n

n
n

n

z
z









   2;z   Ал 1 2z   қос 

теңсіздігінің сол жағы 
1

1
z
  теңсіздігіне парапар екенін ескеріп, 

екінші қарапайым бөлшекті ақырсыз кемімелі геометриялық 
прогрессияның қосындысына келтіреміз: 

 
1

0 0 1

1 1 1 1 1 1 1
.

11 1

n

n n
n n nz z z z z z

z

  


  

         
    Бұл қатардың 

жинақталу жиыны 
1

1
z
  немесе 1,z   яғни 1z   шеңберінің 

сыртқы нүктелері. Сонымен, 1 2z   сақинада  

 
1

0 1

11 1 1
( ) .

2 1 2

n

n
n n

n n

f z z
z z z

 


 


   

     

Мұндағы бірінші қосылғыш – Лоран қатарының дұрыс бөлігі, 
ал екінші қосылғыш – оның бас бөлігі.  

3)  2z   болсын. Бұл нүктелер жиыны 1z   нүктелер 

жиынында жатқандықтан, 
1

1 1
,

1 n
nz z






   1z   сақталады. Бірінші 

қарапайым бөлшекті §7. (Д) теңдігінің сол жағындағы функция 
түріне келтіріп алып, осы формуланы пайдаланамыз:  

                  1
0 0

1 1 1 1 2 1
1 1 2

22 1

n
n n n

n
n nz z z z z

z

 


 

           
   
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  1 1

1

1
1 2 .

n n
n

n z


 



    

Сонымен, 2z   нүктелері үшін  

    1 11 1

1 1 1

1 1 1 1 1
( ) 1 2 1 2 1 .

2 1

n nn n
n n n

n n n

f z
z z z z z

  
  

  

       
    

 
Мұнда Лоран қатарының дұрыс бөлігі жоқ. Себебі, 2z   

нүктелерінде 
2

2 1
( )

2

z
f z

z z




 
 – аналитикалық функция жəне 

2

2 1
lim ( ) lim 0.

2z z

z
f z

z z 


 

 
  Ал ,    0,1, 2,...n

nc z n   мүшелерден 

тұратын  Лоран қатарының дұрыс бөлігі бұл шартты 

қанағаттандырмайды. Сондықтан 0,    0,1, 2,... .nc n   

Назар аударыңыз!  Лоран қатарына жіктелу жалғыз түрде 
болатындықтан, үш жағдайда да алынған қатарлардағы 
коэффициенттер сəйкес  (6) формулалармен анықталатын 

,    0, 1, 2,...nc n    сандарға тең.        
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§ 9. Оқшауланған ерекше нүктелердің 
жіктелуі. Шегерімдер. 

        

Анықтама. Егер 0z  нүктеде  f z  – аналитикалық емес 

функция болса, онда ол  f z функциясының ерекше нүктесі деп 

аталады. Функция ерекше нүктеде көбінесе анықталмаған болады. 

Анықтама. Егер 0z  ерекше нүктенің тесік 
00 z z R                

(R – қандай да бір оң сан) маңайында  f z функциясының 

туындылары бар болса, онда ол  f z  функциясының оқшауланған 

ерекше нүктесі деп аталады. 

Айталық, 0z  нүктесі  f z  функциясының оқшауланған 

ерекше нүктесі болсын. Онда тесік 
00 z z R    маңайда  f z  

функциясын Лоран қатарына жіктеуге болады:   

                         0 1 2( ) ,
n

n
n

f z c z z f z f z




                     (1)  

мұндағы    1 0
0

n

n
n

f z c z z




   – Лоран қатарының дұрыс бөлігі, ал 

   2 0
1

n

n
n

f z c z z







   –  Лоран қатарының бас бөлігі.    

Анықтама. Егер (1) жіктелімде  Лоран қатарының бас бөлігі 

қатыспаса, яғни, 0,    1, 2, 3,...nc n      болса, онда 0z  

функцияның жөнделетін ерекше нүктесі деп аталады.  
Ендеше,  

                                     1 0
0

( ) ,
n

n
n

f z f z c z z




                        (2) 

мұндағы 0z  функцияның жөнделетін ерекше нүктесі.  
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Бұл атаудың мəнісі мынада. Дəрежелік (2) қатардың жинақталу 

радиусы R  тең болғандықтан, бұл қатардың  1f z  қосындысы 

0z z R   дөңгелектің барлық ішкі нүктелерінде анықталған ( 0z  

нүктеде  1 0 0f z c ) жəне үзіліссіз дифференциалданады, яғни  

 1f z  – аналитикалық функция. Сондықтан егер 

   0 1 0 0f z f z c   деп алсақ, онда ( )f z осы дөңгелекте 

аналитикалық функция болады (ерекше 0z  нүкте жөнделді). Олай 

болса, 0z z R   дөңгелектегі 0z  –  жөнделетін ерекше нүкте 

ішінде жататын кез келген L - тұйық контур үшін келесі теңдік 
орындалады: 

                                               0.
L

f z dz                                     (3) 

Дəлелдеусіз келесі тұжырымды келтіреміз (дəлелдемесін, 
мысалы, [2] қарауға болады). 

Теорема. ( )f z  функциясы үшін 
0

lim ( )
z z

f z


 ақырлы шегі бар 

болса, жəне тек сонда ғана 0z  жөнделетін ерекше нүкте болады. 

Мысалы, 
sin

( )
z

f z
z

  функциясы үшін 0 0z   – жөнделетін 

ерекше нүкте, өйткені  
0 0

sin
lim ( ) lim 1.
z z

z
f z

z 
   

Анықтама.  Егер (1) жіктелімде  Лоран қатарының бас 
бөлігінің мүшелерінің саны ақырлы болса, яғни барлық n m  

нөмірлері үшін  0,    1,  2,...nc n m m      онда  0z функцияның 

m -ші ретті ( m еселі) полюсі деп аталады.  
Ендеше,  

          1 2 0 0
0 1

( ) ,
m

n n

n n
n n

f z f z f z c z z c z z





 

              (4) 
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мұндағы 0z – функцияның m-ші ретті (немесе m еселі) полюсі.  

Бірінші ретті полюсті ( 1m  )  жай полюс деп атайды. 

Егер 0z z R   дөңгелектегі L  тұйық контурдың ішінде 0z – 

полюс жататын болса, онда  

                                        12 .
L

f z dz i c                               (5) 

              1 0 1
1

0 2 ,
m

n

n
nL L L

f z dz f z dz c z z dz i c
 



         

өйткені § 4,  1-ескертудегі ( 5 ) жəне (6 )  теңдіктер бойынша   

  1

0 2 ,
L

z z dz i        0 0,   2,3,... . 
n

L

z z dz n
     

Сонымен бірге, функцияның 0z  полюстегі шегін табайық: 

   
0 0 0

1 0
1

lim ( ) lim lim
m

n

n
z z z z z z

n

f z f z c z z


  


     

 

 0

0
1

0

0

lim .

m
m n

n
n

mz z

c z z
c

z z









   




 

Жалпы алғанда, келесі тұжырым дұрыс. 

0

lim ( )
z z

f z


   орындалса, жəне тек сонда ғана 0z нүктесі 

( )f z  функциясының полюсі болады. 

Енді бізге қажетті «функцияның нөлі» ұғымының анықтамасы 
мен оған парапар тұжырымды келтіреміз, ал оған арналғаан 
мысалдар төменде қарастырылады. 

  1) Егер 0z  нүктесінде ( )f z - аналитикалық функция жəне 

   1
0 0 0 0( ) 0,  ( ) 0,..., ( ) 0,   ( ) 0n nf z f z f z f z     шарттары 

орындалса, онда 0z – осы функцияның n -ші ретті ( n еселі) нөлі деп 

аталады.  
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2) Егер 0z  нүктеде аналитикалық ( )f z  функциясын осы 

нүктенің аймағында  0( ) ( ),
n

f z z z z    ( )z  – берілген 0z  

нүктесінде аналитикалық функция жəне  0( ) 0,z    түрінде 

өрнектеуге болса, жəне тек сонда ғана 0z  – осы ( )f z  

функциясының n -ші ретті ( n еселі) нөлі болады.        
Көп жағдайларда берілген функция үшін жөнделетін ерекше 

нүкте мен полюсті анықтауға болатын келесі (А) тұжырымды 
пайдаланған жөн. 

 (А)-тұжырымы. 0z  нүктесінің тесік маңайында 

анықталған 
( )

( )
( )

z
f z

z




  функциясының құрамындағы ( ),z  

( )z  – осы нүктенің (тесік емес) маңайында аналитикалық 

функциялар болсын. Сонымен бірге 0z  нүктесі ( )z  

функциясының k-ші ретті, ал ( )z  функциясының  l-ші ретті 

нөлі болсын. Онда, егер  l k  болса, 0z  нүктесі ( )f z  

функциясының '' ''l k  -ші ретті полюсі, ал егер  l k  болса, ол 
жөнделетін ерекше нүкте болады.  

Бұл тұжырымның келесі салдары да пайдалы. 

Салдар. Егер 
 0

( )
( ) n

z
f z

z z





 өрнегіндегі ( )z  функциясы 0z  

нүктесінде аналитикалық жəне 0( ) 0z   болса, онда 0z  нүктесі –

( )f z  функциясының n -ші ретті полюсі.  

Мысалдар.  1) 
   2

cos
( )

1 1

z
f z

z z


 
 функциясының екі 

ерекше нүктесі: 1 1z   ,  2 1z   бар. Бірінші нүкте үшін келесі 
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түрлендіруді жасаймыз: 
 2

cos
1( ) ,
1

z
zf z
z



 мұнда 
cos

( )
1

z
z

z
 


 

бірінші 1 1z    нүктеде аналитикалық функция жəне 

cos1
( 1) 0.

1 1
   

 
 Олай болса, салдар бойынша,  1 1z    – 

берілген функцияның 2-ші ретті полюсі.   

Екінші ерекше  нүкте үшін 
 2

cos

1
( ) ,

1

z

z
f z

z





 мұнда  

 2

cos
( )

1

z
z

z
 


 функциясы екінші 2 1z   нүктеде аналитикалық 

жəне 
 2

cos1
(1) 0.

1 1
  


  Олай болса, салдар бойынша,  2 1z   – 

берілген функцияның жай полюсі.      

2) 

2

1
2( )

sin

z z
e z

f z
z z

  



 функциясының 0 0z   ерекше 

нүктесінің сипатын анықтайық. Мұнда 
2

( ) 1
2

z z
z e z      

функциясы үшін 
0

(0) 1 0,z

z
e z


    

0
(0) 1 0,z

z
e


      

0
(0) 1 0z

z
e


     орындалатындықтан, анықтама бойынша,  

0 0z   нүктесі – 
2

( ) 1
2

z z
z e z      функциясының 3k  -ші 

ретті нөлі. Осы сияқты, ( ) sinz z z    функциясы үшін      
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0 0
(0) cos 0,  (0) sin 1 0,

z z
z z z 

 
         

0
(0) cos 0

z
z


     орындалатындықтан, 0 0z   нүктесі 

( ) sinz z z    функциясының 3l  -ші ретті нөлі. Олай болса,         

 3k l   болғандықтан,  (А)-тұжырымы бойынша, 0 0z   – 

берілген функцияның жөнделетін ерекше нүктесі. 
Анықтама.  Егер (1) жіктелімде  Лоран қатарының бас бөлігі 

мүшелерінің саны ақырсыз, яғни бас бөлігінің 0nc   

коэффициенттерінің саны ақырсыз болса, онда  0z  функцияның 

елеулі ерекше нүктесі деп аталады.  
Ендеше,  

          1 2 0 0
0 1

( ) ,
n n

n n
n n

f z f z f z c z z c z z
 




 

              (6) 

мұндағы    2 0
1

n

n
n

f z c z z







   қатарының нөлге тең емес nc  

коэффициенттерінің саны ақырсыз. 

Егер 0z z R   дөңгелектегі L  тұйық контурдың ішінде 0z – 

елеулі ерекше нүкте жататын болса, онда да 

                                        12 .
L

f z dz i c                               (7) 

       1 0
1

,
n

n
nL L

f z dz f z dz c z z dz








      мұндағы екінші 

қатарды мүшелеп интегралдауға болатын себебі мынада: § 4 тегі  1-
ескерту бойынша, L  тұйық контур бойынша берілген интегралды 

0z z R   дөңгелекте жататын, центрі 0z  нүктеде болатын, сағат 

тіліне қарсы бағытталған, кез келген   шеңбері бойынша 

интегралға ауыстыруға болады. Онда   шеңберінде (6) қатарлары 

бірқалыпты жинақты. Олай болса, оларды мүшелеп интегралдауға 

болады. Бұдан кейін   1

0 2 ,z z dz i


     
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 0 0,   2,3,...
n

z z dz n


    теңдіктерін пайдаланып,  (7) 

теңдікке келеміз.     
Елеулі 0z  ерекше нүктедегі функцияның ақырлы да, ақырсыз 

да шегі жоқ. Бұл тұжырым Сохоцкий теоремасынан шығады 
(Ю.В.Сохоцкий (1842-1929) – орыс математигі). Оған біз 

тоқталмаймыз.  Мысалы,  
1

0

1
( )

!
nz

n

f z e z
n






   функциясы үшін 

0 0z   – елеулі ерекше нүкте. Өйткені 
1

0
lim z

z
e

 
  10

1
lim 0,
z

ze
 



   

1

0
 lim ,z

z
e

 
   яғни 0 0z   нүктеде функцияның шегі жоқ. 

Шегерімдер. ( )f z функциясының оқшауланған ерекше нүктесі 

0z , яғни, ( )f z  осы нүктенің тесілген қандай да бір 
00 z z R    

маңайында аналитикалық функция болсын. Келесі интегралды f  

функциясының 0z  нүктедегі шегерімі деп атайды жəне оны 

)(sRe
0

zf
zz

 арқылы белгілейді:  

                       


L
zz

dzzf
i

zf ,)(
2

1
)( sRe

0 
                                   (8) 

мұндағы L  – ішінде 0z  нүктесі жатқан, сағат тіліне қарсы 

бағытталған, 0z z R   дөңгелегіндегі тұйық контур. Жоғарыдағы 

үш жағдайда да алынған (3), (5), (7) теңдіктерден, егер f  

функциясының 0z  нүктедегі Лоран қатары  0( )
n

n
n

f z c z z




   

болса, онда келесі теңдіктің орындалатынын көреміз: 
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                                    .)(sRe 1
0




 czf
zz

                                     (9) 

Соңғы теңдік, егер функцияның  0z z  айырымы бойынша 

Лоран қатарына жіктелуі белгілі болса, онда 0z  нүктедегі 

шегерімнің оңай табылатынын көрсетеді.  Мысалы, егер  0z  

жөнделетін ерекше нүкте болса, онда .0)(sRe
0




zf
zz

          

Егер  0z  елеулі ерекше нүкте болса, онда функцияны Лоран 

қатарына жіктеуден басқа жол жоқ. Мысалы, 4 1
( ) sinf z z

z
  

функциясының 0 0z   ерекше нүктесіндегі шегерімін табу үшін, 

функцияны z дəрежесі бойынша Лоран қатарына жіктейміз:  

           4 4
3 5 7

1 1 1 1 1 1 1 1
( ) sin ...

3! 5! 7!
f z z z

z z z z z
           
 

 

                         3
3

1 1 1 1 1
... .

3! 5! 7!
z z

z z
         

Мұнда Лоран қатарының басты бөлігі мүшелерінің саны 
ақырсыз, демек, 0 0z   – елеулі ерекше нүкте. Бұл жіктелуден  

!5

11
sinsRe 1

4

0

 


c
z

z
zz

 тең екенін көреміз. 

Ал  0z  полюс болған жағдайда шегерімді табудың бірнеше 

тəсілі бар, соларды қарастырайық.  
Сонымен,  0z  m-ші ретті полюс болсын, яғни 

    0 0
0 1

( ) ,     0.
m

n n

n n m
n n

f z c z z c z z c



 

 

       Бұл теңдіктің 

екі жағын   0

m
z z  өрнегіне көбейтеміз:            

     0 0 1 0
0

( ) +...+
m n m

n m m
n

f z z z c z z c c z z



  



        

  1

1 0 .
m

c z z


   

Алынған теңдікті  1m   рет дифференциалдасақ, теңдіктің оң  
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жағындағы бос мүше   11 ! m c   тең болады да,  

    
 

0

1

1 01 ! lim ( ) ,
mm

z z
m c f z z z



 
       ал бұдан  

         )1(

01 ))((lim
)!1(

1
)(sRe

00












mm

zzzz
zzzf

m
czf            (10) 

 
формуласын аламыз. 

Ал, егер функция 0 0

( )
( ) ,  ( ) 0,  ( ) 0,

( )

z
f z z z

z

  


    

0( ) 0z   түрінде берілсе, яғни 0z z  жай полюс болса, онда  

                  

    .
)('

)(

)(

)(
sRe

0

0
1

0 z

z

z

z
c

zz 








                                 (11)   

 
Шынында да, (10) формуланы 1m   үшін қолдансақ,  
 

.
)(

)(
)()(

)(
lim

)(

)(
)(lim

)(

)(
sRe

0

0

0

0
0

000 z

z

zz

zz
z

z

z
zz

z

z
zzzzzz 



















 

         
1-мысал. Функцияның ерекше нүктедегі шегерімін табу   

керек: 
 6

1 sin
( ) .

z
f z

z 





 

 Жоғарыдағы салдар бойынша, 0z   нүктесі – функцияның 

6-ретті полюсі. Шегерімді табу үшін  (10) формуланы 
пайдаланамыз:  




















)5(

)5(

6
66

)sin1(lim
!5

1
)(

)(

sin1
lim

!5

1

|)(

sin1
sRe zz

z

z

z

z
zzz 




 

1 1
lim cos .

120 120z
z


          
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2-мысал. Функцияның 0 2
z


  нүктедегі шегерімін табу керек: 

( ) .
cos

ze
f z

z
  

   Мұнда  2

2 2

( ) 0,z

z z
z e e



 
 

    
2

( ) cos 0,
2z

z 



   

2

( ) sin 1 0
2z

z 



       орындалатындықтан, (11) формуланы 

пайдаланамыз:  
 

.

2
sin)'(coscos

sRe 2
2

22




  e
e

z

e

z

e
z

zz

z




                                
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§ 10. Ақырсыз ерекше нүктедегі шегерім.  
Шегерімдер туралы теорема 

 

Егер ( )f z  функциясы  

                                          z r ,    0 ,r                              (1)      

теңсіздігін қанағаттандыратын нүктелерде аналитикалық болса, 
онда, § 8 теоремаға сүйеніп (

0 0,   z R   ), оны z  дəрежесі 

бойынша, осы нүктелерде жинақталатын Лоран қатарына жіктеуге 
болады: 

                         0( ) .
n

n
n

f z c z z




                                         (2)      

(1)  теңсіздікті қанағаттандыратын нүктелер жиынын, яғни 

z r  дөңгелегінің сыртын ақырсыз z    нүктенің маңайы деп 

атайды.   

Анықтама.   1
,

2 L

f z dz
i



  мұндағы L  сағат тілі бойынша 

бағытталған, z r  жиынында ( ( )f z - аналитикалық болатын)  

жататын, кез келген тұйық контур,  түріндегі интегралды ( )f z  

функциясының ақырсыз нүктедегі шегерімі деп аталады:  




L
z

dzzf
i

zf ,)(
2

1
)( sRe


            

L  контурда бірқалыпты жинақталатын (2) қатарды мүшелеп 

интегралдап, 1 2 ,
L

z dz i


     0,n

L

z dz


  1,n    теңдіктерін 

ескерсек,   1

1

2 L

f z dz c
i



   аламыз. 

Сонымен,  

.)(sRe 1


 czf
z

                                        (3) 
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1-мысал.  
  

2

2
( )

1 2

z
f z

z z


 
 функциясының ақырсыз 

нүктедегі шегерімін табу үшін, §7 (Д) жіктелуін пайдаланамыз: 

  
 

2 2

22
3 0 0

2

1 1 2
( ) 1

1 21 2 1 1

n
n

n n
n n

z z
f z

z z zz z z
z z

 

 

     
       
  

   

2

2 4 2 2

1 1 1 2 2 1 2
1 ... 1 ... ... .

z z z z z z z

             
  

  

Мұндағы 1 1c  тең болғандықтан,  .1
)2)(1(

sRe
2

2


 zz

z
z

  

Теорема. Егер ( )f z   кеңейтілген комплекс жазықтығының 

1 2, ,..., nz z z  нүктелерінен басқа нүктелерде аналитикалық функция 

болса, онда  

                    .0)(sRe)(sRe
1


 

 zfzf
z

n

k zz k

                             (4) 

 Центрлері 1 2, ,..., nz z z  нүктелері болатын, сағат тілімен 

бағыттас, өзара қиылыспайтын 1 2, ,..., n      шеңберлерін  саламыз. 

Сонымен бірге центрі 0 нүктесі болатын, 1 2, ,..., n      

шеңберлерінің барлығы ішінде қалатын, сағат тіліне қарсы 
бағытталған   шеңберін саламыз (15-сурет).   

Күрделі контуры 1 2 ... n         болатын аймақтың 

ішінде жəне осы күрделі контурдың өзінде ( )f z  –  аналитикалық 
функция, ал күрделі контур бойымен айналғанда аймақ сол жақта 
қалады. Олай болса, күрделі контурға арналған Коши теоремасы 

бойынша:      
1

... 0.
n

f z dz f z dz f z dz
   

       Бұл теңдікті 

1

2 i
 санына көбейтіп, (4) теңдікке келеміз.    
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 (4) теңдіктен  шегерімдер туралы негізгі теорема деп аталатын 
келесі тұжырымды аламыз. 
 

 
15-сурет 

 
Салдар.  Егер ( )f z   комплекс жазықтығының 1 2, ,..., nz z z  

нүктелерінен басқа нүктелерде аналитикалық функция болса, ал   
осы нүктелер ішінде қалатын, сағат тіліне қарсы бағытталған 
контур болса, онда   

                         .)(sRe2)(
1

 


n

k zz
Г

zfidzzf
k

                             (5) 

2-мысал. Интегралды есептеу керек: 
2

1

2
3

2

.
1

z

z i

e
dz

z
 

  

 
2

1

2
( )

1

ze
f z

z



 функциясының үш ерекше нүктесі бар: 

1 2 30,  ,  .z z i z i     Бұлардың ішінде 3z i   нүкте 
3

2
z i   

шеңберінің сыртында, өйткені: 
3

2 2 .
2

i i i       Ал қалған 

екеуі осы шеңбердің ішінде жататындықтан, 1 0,z   2z i  

нүктелердегі функцияның шегерімдерін табамыз. 
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,0)(sRe
0




zf
z

 өйткені, 
2

1

2
( )

1

ze
f z

z



  жұп функция 

болғандықтан, оның z дəрежесі бойынша Лоран қатарында  z -тің 
тек жұп дəрежелері ғана қатысады. Ал 2z i – функцияның жай 

полюсі, өйткені  

  
 

2

2

1

1

( ) ,

z

z

e
z ie

f z
z i z i z i


 

  
 жəне 

 

2

1
1

( ) 0,
2

z

z i

e e
i

z i i






  


 

( ) 0,   ( ) 1 0
z i

i z i i 


      мұнда  (§ 9. (А) тұжырымының 

салдарын қараңыз). Олай болса, § 9-дағы (11) формула бойынша 

.
2))((

)(sRe
1

1
2

i

e

iziz

e
zf

ze

iz







  Енді берілген интегралды табу үшін 

(5) формуланы пайдаланамыз:  

.
2

02)(sRe)(sRe2
1

1
1

0

2

3
||

2

1
2





















 

 e
i

e
izfzfidz

z

e
izz

iz

ez

     

 
 (4) теңдіктің маңызын келесі мысалдан аңғаруға болады. 

3-мысал. Интегралды есептеу керек:  
4

2

1
.

1z

dz
z           

 41 0z   теңдеуінің түбірлері – 
4

1
( )

1
f z

z



 функция-

сының полюстері жəне олардың барлығы 2z   шеңберінің ішінде 

болғандықтан, (5) теңдіктен  
  


2||

4

1
4

)(sRe2
1

1

z k zz
zfidz

z k

   аламыз.  
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Ал (4) теңдік бойынша ).(sRe)(sRe
4

1

zfzf
zz zz k  

  Енді 

4

1
( )

1
f z

z



 функциясының ақырсыз нүктедегі шегерімін табу 

үшін оны Лоран қатарына жіктейміз:  

           
4 4 4 4 4 8

4

1 1 1 1 1 1 1
( ) 1 ... ...

11 1
f z

z z z z z z
z

              
  

Мұнда 1 0c  болғандықтан, .0)(sRe 


zf
z

 Сонымен,  

.0))(sRe(2
1

1

2||
4




 
z

z
zfidz

z
        
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§ 11. Интегралдарды шегерім арқылы есептеу 
 
 

Егер ( )f z функциясы жоғарғы жарты жазықтықта жатқан 

1 2, ,..., Na a a  ерекше нүктелерден басқа, Im 0z   нүктелерде 

аналитикалық болса, онда ( ) ,    ( ) ixf x dx f x e dx
 

 
   түріндегі 

интегралдарды есептеу əдістерін көрсетуге болады.  

1-теорема. ( )f z  функциясы жоғарыда аталған шарттарды 

қанағаттандырсын жəне ,z R  R  – жеткілікті үлкен сан, 

нүктелерінде ( ) ,   1 ,   0m

M
f z m

z
      болсын. Онда  

                     


  


N

k az
zfidxxf

k1

).(sRe2)(                                  (1) 

  Сағат тіліне қарсы бағытталған, радиусы R ,  центрі  
координат басы болатын Lжарты шеңбер жүргіземіз (16-сурет). 
§ 10-дағы  (5) формула бойынша  
 

             


  


R

R

N

k az
L

zfidzzfdxxf
k1

).(sRe2)()(                          (2) 

 
 

 
16-сурет 

 
Теорема шартын пайдалансақ,  



74 
 

1
( )   :

m m m
L L L

M M
f z dz M dz L z R dz R

R Rz
          

1
  0,  

m

M
R

R
     (мұндағы 1 ,    0m     ).  

 
Осы жағдайды ескеріп, (2) теңдікте R   ұмтылдырып, 

шекке өтсек, (1) аламыз.      

1-мысал. Интегралды есептеу керек: 
 

2

22
0

.
1

x
dx

x




  

   Интеграл астындағы функция жұп болғандықтан: 

   
2 2

2 22 2
0

1
.

21 1

x x
dx dx

x x

 




 

     Жоғарғы жарты жазықтықтың 

z i  нүктесінен басқа нүктелерінде ( Im 0z   нүктелерінде де) 

 
2

22
( )

1

z
f z

z



 – аналитикалық функция. Бұл функция үшін           

z i   – екінші ретті полюс болғандықтан  



























'

2

2'

2
22

2

1 )(
lim)(

)()(
lim)(sRe

iz

z
iz

iziz

z
zf

izizz
 

 

 3

2 1
lim .

4 4z i

iz i

iz i
   


 Енді (1) теңдікті пайдаланамыз: 

.
44

)(sRe2
2

1

)1(2

1

)1(0
22

2

22

2  










 
 

 

i
izfidx

x

x
dx

x

x
iz

    

 
Енді ( )f z  – жоғарғы жарты жазықтықта жатқан 1 2, ,..., Na a a  

ерекше нүктелерден басқа, Im 0z   нүктелерде аналитикалық 

функция болса, онда ( ) ixf x e dx



  түріндегі интегралды есептеу 
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əдісін қарастырайық. Келесі теореманың дəлелдеуін, мысалы, [1] 
қарауға болады. 

2-теорема. Егер ( )f z  жоғарыда аталған шартты 

қанағаттандырса жəне arg z   нүктелеріне қатысты бірқалыпты 

0)(lim 


zf
z

 болса, онда  

                      


  


N

k

ix

az

ix ezfidxexf
k1

.)(sRe2)(                             (3) 

          
Ескерту. Егер интеграл белгісінің  астында sin x  немесе cos x  

көбейткіші бар болса, онда оларды ize  көбейткішіне ауыстыру 

көбінесе ыңғайлы. Ал ( ) ixf x e dx



  интегралының мəні табылған 

соң, оның нақты немесе жорамал бөлігі іздеген нəтижені береді: 

                          Re ( ) ( ) ;ixf x e dx f x cosxdx
 

 

                            

                          Im ( ) ( )sin .ixf x e dx f x xdx
 

 

       

              
2-мысал.  Интегралдарды есептеу керек:  

  а) 
2 2

0

,   0,  0;
cos x

dx a
a x

 


 
    б) 

2

2
0

sin
;

1

x
dx

x



    в) 
2

2
0

cos
;

1

x
dx

x



  

 а) Ескертуге сəйкес 
2 2

i ze

a z




 функциясын қарастырамыз. Бұл 

,  0,z ai a   нүктесінен басқа, Im 0z   нүктелерде аналитикалық 

функция. Сонымен бірге z   ұмтылғанда, arg z   нүктелеріне 

қатысты 
2 2

1
( )   0.f z

a z
 


  

Сондықтан 2-теоремаға сəйкес  
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.
2

2sRe2
2222

a
aiizi

aiz

xi

e
aai

e
i

za

e
idx

xa

e 
  



 





  Бұның нақты 

бөлігі
2 2

acos x
dx e

a x a
 






  немесе 

2 2
0

.
2

acos x
dx e

a x a
 


   

    б)  
2

2 2 2 2
0 0 0 0

sin 1 cos 2 1 1 1 cos 2

1 1 2 1 2 1

x x x
dx dx dx dx

x x x x

   
   

        

                          2 2

0

1 1
;

2 2 2 4 4
arctgx e e

          

   в) 
2 2 2

2 2 2 2
0 0 0 0

cos 1 sin 1 sin

1 1 1 1

x x x
dx dx dx dx

x x x x

   
   

        

           2 21 1 .
2 4 4

e e
                  

             
Шегерімдер теориясын келесі түрдегі интегралдарды есептеуге 

қолдануға болады:  

                              
2

0

(cos ,sin ) ,R x x dx


                                        (4) 

мұнда ( , )R u v  аргументтеріне қатысты рационал жəне 2 2 1u v   

шеңберінде ерекше нүктелері жоқ функция.     

Егер ixz e  деп алсақ, онда x  нүктесі 0-ден 2 -ге дейін 

мəндер қабылдағанда, z  нүктесі 1z   шеңберін оң бағытпен бір 

рет айналады, сонымен бірге келесі теңдіктер орын алады: 

           
1 1 1 1

cos ,   sin ,    .
2 2

dz
x z x z dx

z i z iz
          
   

             (5) 

Бұл айнымал ауыстыруы шегерімдер арқылы есептеуге 
болатын комплекс аргументті функцияның тұйық контур бойынша 
интегралына əкеледі: 
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2

0 1

1 1 1 1
(cos ,sin ) ,  .

2 2z

dz
R x x dx R z z

z i z iz





              
         (6) 

3-мысал. Интегралды есептеу керек: 
2

0

1
.

5 4cos
dx

x



  

 ixz e  айнымал ауыстыруы арқылы (6) формуланы 

пайдаланамыз: 
2

0 1

1 1
1 15 4cos

5 4
2

z

dz
dx

x iz
z

z





 
     

 

   

2
1

1 1
.

2 5 2z

dz
i z z


   Интеграл астындағы функцияның ерекше 

нүктелері: 1 2

1
2,   .

2
z z     Бұлардың екіншісі ғана  1z   

шеңберінің ішінде болғандықтан, 
2

1

1 1

2 5 2z

dz
i z z


    

.
3

2

2

1
)2(

1
sRe

252

1
sRe2

2

12

2

1

 






 





 zzzz zz

          

 
 



78 
 

II тарау. 
 

Амалдық қисап негіздері жəне оның қолданылуы  
 

§ 1.  Лаплас түрлендіруі 
 

Біз мұнда Лаплас түрлендіруінің анықтамасын жəне оның 
негізгі қасиеттерін қарастырамыз. Лаплас түрлендіруі қасиеттерінің 
математиканың маңызды бөлімі болып саналатын  
дифференциалдық теңдеулерді шешуде, электротехниканың 
маңызды бөлімі – электр тізбегінің өтпелі процесін үйренуде жəне 
де басқа салаларда рөлі үлкен. Лаплас түрлендіруін қолданудың 
негізгі идеясы мынада:  түпнұсқа деп аталатын ( )f t  функция мен 

оның L кескіні деп аталатын ( )F p  функция арасында сəйкестік 
орнатылады (олардың анықтамалары төменде) жəне түпнұсқаларға 
жасалатын белгілі амалдарға, олардың L кескініне жасалатын 
қандай да бір амалдар сəйкес келеді. Бастысы – бұл соңғы амалдар 
түпнұсқаларға жасалатын амалдарға қарағанда анағұрлым жеңіл. 
Сондықтан L кескіндер өрісінде бастапқы есептің шешімін алады 
да, алынған L кескіннен кері қарай, түпнұсқаға өтеді. Енді жоғарыда 
аталған ұғымдардың анықтамаларына көшейік. 

Анықтама. Нақты айнымалды ( )f t функцияның Лаплас 
түрлендіруі деп  

                                         
0

( ) ( ) ptF p f t e dt


                            (1)    

формуласымен анықталған комплекс айнымалды ( )F p  функцияны 
айтады.    

Теңдіктің оң жағындағы, p a ib   комплекс параметрге 
тəуелді меншіксіз интегралды Лаплас интегралы деп атайды. 

 (1) меншіксіз интеграл жинақты болу үшін жəне ол қандай да 
бір ( )F p  функцияны нақты анықтау үшін қажет, ( )f t  функцияға 
қатысты келесі шарттар орындалады деп ұйғарамыз: 

1) 0t   болса ( ) 0,f t    0t   болса ( )f t – құрақты-үзіліссіз 
(ол не үзіліссіз, немесе оның тек бірінші текті үзіліс нүктелері 
болады жəне əрбір ақырлы аралықта ондай үзіліс нүктелердің       
саны – ақырлы);   
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2) t  айнымал өскенде, ( )f t  функцияның модулі өсуі мүмкін, 
бірақ оның өсуі қандай да бір көрсеткіштік функциядан жылдам 
емес, яғни 

          0( ) ,s tf t M e    0,   -M s тұрақтылар.                (2) 

Аталған екі шартты қанағаттандыратын кез келген ( )f t  
функцияны – түпнұсқа (оригинал), ал (1) формуламен анықталған 

( )F p  функцияны оның Лаплас кескіні немесе L кескіні деп атайды 
да, келесі символдардың бірімен белгілейді: 

 ( ) ( ); ,F p L f t p         ( )f t   ( )F p ,       ( )  ( ).f t F p  

Берілген түпнұсқаның L кескінін табу жəне, керісінше, белгілі 
L кескіні бойынша түпнұсқасын табу процесін амалдық қисап 
дейді.   

1-теорема. Егер ( )f t  түпнұсқа болса, онда Лаплас интегралы 

0Rea p s   шартын қанағаттандыратын барлық комплекс 

p a ib   нүктелерде абсолют жинақты жəне осы 0Rea p s   

жарты жазықтықта ( )F p  функциясының туындылары бар, яғни 

( )F p  аналитикалық функция болады (17-сурет).  

                                                                                                           
                         

 
17-сурет 

    
Біз мұнда ( )f t  функцияның өсу көрсеткіші деп аталатын           

2)  шарттағы 0s  санының маңызын көрсету үшін ғана теореманың 

бірінші жартысының дəлелдеуін көрсетеміз. Теореманың толық 
дəлелдеуін, мысалы, [1]-[2] кітаптардан қарауға болады.  
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Сонымен, (2) шарт бойынша, ( ) ( )pt ptf t e f t e    

 00( )   s a ts tat atf t e M e e M e        болатынынын  ескерсек,  

 
 0

0

0 00 0 0

( )   
s a t

s a tpt e M
f t e dt M e dt M

s a a s

  
     

    аламыз 

(мұнда 0 0,s a  сондықтан  0lim s a t

t
e 


  0

1
lim 0

s a tt e 
 ).    

Енді түпнұсқаның жалғыз болатыны туралы теореманы  
(дəлелдеусіз) келтіреміз. 

2-теорема.  Егер ( )f t жəне ( )g t түпнұсқалардың екеуінің де  L 

кескіні ( )F p болса, онда олар өзара тепе-тең: ( ) ( ).f t g t   

Ескерту. Бұдан кейін, қандай да бір функция ( )f t  түрінде 
берілсе, онда оны келесі түрдегі функция деп қабылдау керек: 

1

0,         0,
( )

( ),   0.

t
f t

f t t


  

  Мысалы, бірлік функция немесе Хевисайд 

функциясы (О.Хевисайд (1850-1925) – ағылшын инженері) деп 

аталатын 0

0,   0,
( )

1,   0

t
t

t



  

 функция 0 ( ) 1t   деп жазылатын 

болады. Хевисайд функциясын пайдаланып жазсақ: 

1 0( ) ( )sin ,f t t t  2 0( ) ( ) cos ,f t t t  3 0( ) ( ) ,tf t t e  жəне т.с.с. 

болар еді, бірақ жазуды қасқарту мақсатында олар 1( ) sin ,f t t  

2 ( ) cos ,f t t 3( ) ,tf t e  жəне т.с.с. түрлерде жазылатын болады. 
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§ 2.  Қарапайым функциялардың L кескіні. 
L кескіннің қасиеттері 

  
Анықтама бойынша, 0 ( ) 1t   жəне ( ) cosf t t  функция-

ларының L кескінін табайық:     

              0

0 0

1 1
( ); ,pt ptL t p e dt e

p p



      яғни, 

                                      0 ( ) 1t     
1

p
.                                 (1) 

 
0

0 0

cos ; cos sin sinpt pt ptL t p e tdt e t p e tdt
 

        

0
0 0

sin cos cospt pt ptp e tdt p e t p e tdt
 

   
     

 
   

 2 cos ; .p p L t p   Бұдан   2
cos ; ,   0,

1

p
L t p p

p
 


 яғни,  

                                      cos t   
2

,    0.
1

p
p

p



                        (2) 

Мұндағы екінші мен үшінші теңдіктердің арасындағы              

өрнек:  
0

sin sin ;ptp e tdt p L t p


    екенін ескерсек, 

  2

1
sin ; ,   0

1
L t p p

p
 


  аламыз, яғни 

                                       sin t   
2

1
,    0.

1
p

p



                        (3) 

 
1-теорема (ұқсастық). Егер  ( )f t   ( ),F p  онда  

              ( )f t  0 0

1
( ),   0,  Re max , .

p
F p s s 

 
         (4) 



82 
 

              ( )f t   
0

( ) ,  pt du
e f t dt t u dt 




        

                  
0

1 1
( ) .

p
u p

e f u du F

  


     

           

Сонымен, түпнұсқаның аргументін   санына көбейту оның 
кескіні мен кескіннің аргументін   санына бөлуге əкеледі екен. 
Мысалы,  

                        cos t   2 2 2

2

1
;

1

p
p

pp


 






                         (5) 

                        sin t   2 2 2

2

1 1
;

1
pp


 







                         (6)         

Меншіксіз интегралдың сызықтық қасиетінен шығатын L 
кескіннің қасиеті: 

2-теорема (сызықтық қасиет). Келесі теңдік орындалады:  

                  ( ) ( );  ( ); ( ); ,L A f t B g t p A L f t p B L g t p        

 Re max , ,p s s  мұндағы s  пен ,s  сəйкес ( )f t  жəне ( )g t  

функцияларының өсу көрсеткіштері, ал А, В – сандар.  
      

1-мысал.  

       3 4sin 5 3 1 4sin 5t t      
2 2 2

1 5 3 20
3 4 ;

5 25p p p p
    

 
 

2-мысал.    L кескіннің түпнұсқасын табу керек:  

                           
2

7 2
( ) .

5
F p

p p
 


       

 (1), (6) формулаларды жəне сызықтық қасиетті пайда-

ланамыз:   

 22
2

7 2 1 2 5
7

5 5 5p p p p
    

 
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2

7 1 sin 5 .
5

t           

Берілген ( )f t  функция мен te   көрсеткіштік функцияның 

көбейтіндісі: ( )te f t  – экспонентке (көрсеткіштік заңға) сəйкес 
жылдамдықпен бəсеңдейтін (өшетін) функция деп аталады жəне 
олар іс-тəжірибеде жиі қолданылады. Келесі теорема осындай 
функциялардың L кескінін табуға арналған. 
        

3-теорема (кескіннің ығысуы).  

                  0( ) ;  ( );  ,  Re .tL f t e p L f t p p s          

 (Өз бетіңізше көз жеткізіңіз). 
       

Мысалы, келесі функциялардың L кескінін табу керек болсын:  

а) ;te    ə) cos ;te t     б) sin ;te t   в) c ;h t     г) .sh t  

     а)  (1) формуланы жəне 3-Теореманы пайдаланамыз:  

   0;  ( );  t tL e p L e t p       0

1
( );  ,L t p

p
 


 


  яғни, 

                              te       
1

.
p 

                                      (7) 

 
ə)  (5) формуланы жəне 3-теореманы пайдаланамыз:  

 2 2
cos ;  ,t p

L e t p
p

 
 

      
 яғни,   

                        coste t      
 2 2

;
p

p


 


 
                     (8) 

б) (6) формуланы жəне 3-теореманы пайдаланамыз:      

 2 2
sin ;  ,tL e t p

p
 

 
     

 яғни, 

        sinte t    
 2 2

;
p


  

                            (9) 
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в) 2-теореманы жəне (7) формуланы пайдаланамыз: 

  1 1
c ;  ;  ;  ;  

2 2 2

t t
t te e

L h t p L p L e p L e p
 

 


             
 

     

2 2

1 1 1 1
,

2 2

p

p p p  
  

  
 яғни, 

                                              c h t        
2 2

;
p

p 
                          (10) 

г) Осы сияқты,  

                                              sh t   
2 2

.
p




                               (11) 

                                                                                                              
3-мысал.  Функцияның L кескінін табу керек:   

                                ( ) sin .f t cht t   

  3-теореманы жəне (9) формуланы пайдаланамыз:   
1 1 1 1

sin sin sin sin
2 2 2 2

t t t tcht t e e t e t e t          
 

   

   
   

2

2 2 2

1 1 1 1 2
;

2 2 41 1 1 1

p

pp p


   

   
       

Егер ( )F p  кескіннің ( )f t түпнұсқасы белгілі болса, онда 3-

теорема бойынша ( )F p  кескіннің түпнұсқасын таба аламыз.  
4-мысал.  Берілген L кескінге сəйкес түпнұсқаны табу   

                              керек: 
2

1
( ) .

4 3
F p

p p


 
         

   Берілген бөлшекті қажетті түрге келтіреміз: 

     2 22 2

1 1 1 7
.

4 3 72 7 2 7p p p p
 

     
  Енді 2 мен 3 

теоремаларды жəне 

 2
2

1 7

7 7p



 

1
7

7
sh t   сəйкестігін 

((11) – формула)  пайдаланамыз:  
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   22

1 7
( )

7 2 7
F p

p
 

 
    

1

7
2 7 .te sh t          

4-теорема (кескінді дифференциалдау). 

Егер  ( ) ( ); ,F p L f t p  онда  

                       1 ( ) ( );  .
n n nF p L t f t p   

  Біз мұнда (1) интегралды мүшелеп, интегралдау амалын 
қолданамыз (бұл амалдың заңды екенін, мысалы, [1], § 2.15, 2-
теоремадан қараңыз). Сонымен, 0Re p s  ( 0s - ( )f t  функциясының 

өсу көрсеткіші) орындалатын нүктелер үшін  (§ 1, 1-теореманы 
қараңыз)  

   
0

( ) ( ) ,ptF p t f t e dt


      2

0

( ) ( ) ,ptF p t f t e dt


    ... , 

     
0

1 ( ) ( ) ( );  .
n n n pt nF p t f t e dt L t f t p


          

Назар аударыңыз! Кескінді дифференциалдау түпнұсқаны          
t -ға көбейтуге əкеледі. 

Мысалы, 
1

p
 1 сəйкестігі белгілі. Онда, 4-теорема бойынша, 

2

1 1

p p

 
  

 
    1 ,t t     яғни,  t   

2

1
.

p
 Алынған кескінді 

дифференциалдауды жалғастыра отырып, келесі сəйкестікті аламыз: 

                            nt   
1

!
,    1, 2,... .

n

n
n

p                                (12) 

Ескерту. Егер п бүтін емес болса, онда nt   
 

1

1
,

n

n

p 

 
 

мұндағы    
0

1 ;1 .n t nn t e dt L t


     

5-мысал. Түпнұсқаның кескінін табу керек:   
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                      3 2( ) 3 1.tf t t e t    

  4-теореманы, сызықтық қасиетті,  te  
1

1p 
 сəйкестігін 

жəне (12)  формуланы пайдаланамыз:   

3 23 1tt e t     3  3 1
1

1p

 
   

2 1

2! 1
,

p p   яғни, 

3 23 1tt e t     
 4

18

1p  3

2 1
.

p p
            

Ескерту. Келесі тұжырымда, ( )f t   ( )F p сəйкестігіндегі        

түпнұсқа жəне оның туындыларының 0t   нүктедегі мəндері: 

       0 , 0 ,..., 0nf f f  деп,  0t   нүктедегі олардың оң жақ 

шектерін:    0 0 , 0 0 ,...f f      , 0 0nf   аламыз. 

5-теорема (түпнұсқаны дифференциалдау). Егер  0;  

аралығында        1, ,..., nf t f t f t  – үзіліссіз, ал    nf t  құрақ-

үзіліссіз болып, олардың барлығының өсу көрсеткіштері 0s  болса, 

онда жазықтықтағы 0Re p s  нүктелер үшін келесі сəйкестік 

орындалады: 
  ( )nf t      11 2( ) (0) (0) ... 0 .nn n np F p p f p f f            (13) 

 Алдымен  f t туындының кескінін табайық: 

  
0

0 0

( ); ( ) ( ) ( ) .pt pt ptL f t p f t e dt f t e p f t e dt
 

         

Теоремадағы 0Re p s  шартына сəйкес  0Re( ) 0,p s tptf t e Me     

t   болатынын ескеріп, соңғы теңдіктен 

   
0

( ); (0) ( ) (0)ptL f t p f p f t e dt pF p f


       аламыз, яғни 

( )f t ( )F p болса, онда ( )f t     (0).pF p f    Теоереманы 

қайталап қолдансақ:  
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( )f t          2(0) 0 (0) 0 .p pF p f f p F p pf f         

Осылай келесі туындыларға да теореманы қолдана отырып,  (13)  
формуланы алуға болады.     

Егер (13)  формулада        10 0 ... 0 0nf f f      болса, 

онда 

                                  ( )nf t   ( ).np F p                                   (14) 
          

Мысалы, 2( ) sinf t t  түпнұсқаның кескінін табайық.  

Айталық, ол кескін ( )F p болсын, яғни  2( ) sinf t t   

( ).F p  Онда, 5-теорема бойынша,  2( ) sin sin 2f t t t     

  (0).pF p f  Мұнда (0) 0f   жəне sin 2t  
2

2

4p 
  ((6) 

формула) болатынын ескерсек, онда   2

2
,

4
pF p

p



 немесе 

   2

2

4
F p

p p



 аламыз, яғни 2sin t     

 2

2
.

4p p 
    

6-теорема (түпнұсқаны интегралдау).  Егер ( )f t   ( ),F p    

                          онда  
0

( )
t

f d   
( )

.
F p

p
 

  
0

( )
t

f d   функциясын ( )g t  арқылы 
0

( ) ( )
t

g t f d    

белгілесек, онда ( ) ( ),   (0) 0.g t f t g    Енді ( )g t  функциясының 

кескінін ( )G p деп белгілеп: ( )g t  ( ),G p  оған түпнұсқаны 

дифференциалдау теоремасын (5-теорема) қолдансақ, ( ) ( )g t f t   

  ( ) (0) ( ),pG p g pG p   ал бұдан  

( )f t   ( )F p сəйкестігін ескеріп 
( )

( ) ,
F p

G p
p

  яғни  
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0

( ) ( )
t

g t f d      
( )F p

p
 аламыз.     

Мысалы,  sin t   
2

1

1p 
  сəйкестігінен  (6) теореманы 

пайдалансақ,  
 2

1

1p p 
 

0
0

sin cos cos 1,
t

t
d t      яғни 

cos 1t 
 2

1

1p p 
 сəйкестігін аламыз.  

          
Дəлелдеусіз кескінді интегралдау теоремасын береміз (оның 

дəлелдеуін, мысалы, [1] қарауға болады).           

7-теорема (кескінді интегралдау). Егер ( )
p

F z dz


  интегралы 

жинақты болса, онда  

( )f t

t
        ( ) ,

p

F z dz


  

яғни кескінді p -дан  -қа дейін интегралдау түпнұсқаны оның 
аргументіне бөлуге əкеледі. 

Мысалы, sin t   
2

1

1p 
  сəйкестігінен  (7) теореманы  

пайдалансақ, 
2

1
,

1 2p
p

dz arctgz arctgp arcctgp
z


   

  

болатындықтан,  
sin t

t
  arcctg p  сəйкестігін аламыз.  

 (7) теореманы пайдаланып, кейбір меншіксіз интегралдарды 

жеңіл есептеуге болады. Айталық, 
0

( )f t
dt

t



   меншіксіз интегралы 

жинақты жəне ( )f t   ( )F p  болсын. Онда     
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0 0

( )
( ) .

f t
dt F p dp

t

 

                             (15) 

Мысалы, 
0

sin t
dt

t



  меншіксіз интегралды есептеу керек болса, 

онда sin t   
2

1

1p 
  сəйкестігінен  (15) теңдікті пайдаланып, 

2 0
0 0

sin 1

1 2

t
dt dp arctgp

t p

 
  

   аламыз.  

Келесі, кешігу теоремасы деп аталатын тұжырымды əрбір 
бөлікте əртүрлі аналитикалық өрнектермен берілген функцияның 
кескінін табу үшін пайдалануға ыңғайлы. 

8-теорема (түпнұсқаның кешігуі).  Егер 
 ( )f t  ( ),F p онда кез келген теріс емес 0 0t   үшін  

                            0( )f t t    0 ( ).pte F p                                  (16)  

              0 0

0

( ); ( )ptL f t t p e f t t dt


     

0

0

0 0 0 0

0

( ) ( ) ( ) 0,  
t

pt pt

t

e f t t dt e f t t dt f t t t t


          

 0 0

0

0 0

0

( ) ,  ( ) ( ).p u t ptpt

t

e f t t dt t t u dt du e f u du e F p
 

          
                                                                                                                  

Мысалы,  а) 0 ( ) 1t      
1

p
  сəйкестігінен, 8-теорема 

бойынша, 0 ( )t h    
1phe
p

 сəйкестігі шығады (18-сурет). 

б) 2
0 ( )t t  

3

2

p
 сəйкестігінен, 8-теорема бойынша, 

 2

01 ( 1)t t    
3

2phe
p

 сəйкестігі шығады. 
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18-сурет 

 

Назар аударыңыз!  Мұндағы  2

01 ( 1) 0,   1.t t t     Егер 

 2

01 ( )t t болса, онда сызықтық қасиет бойынша, 

   2 2
0 01 ( ) 1 ( )t t t t t       

3 2

2 2 1

p p p
    шығар еді. 

Анықтама.  Екі ( )f t жəне ( )g t функцияның үйірткісі деп, 

 
0

( )
t

f g t d    интегралын айтады жəне оны f g  арқылы 

белгілейді:  

                             
0

( ) .
t

f g f g t d                                   (17) 

Бұл интеграл t  айнымалға тəуелді функция ( t  интеграл 
астындағы өрнекке де кіреді). Үйірткі амалы – коммутативті: 

.f g g f    Бұған t u   айнымал ауыстыруын жасай отырып 

көз жеткізуіңізге болады. Мысалы, ( ) ,tf t e  ал ( )g t t  болса, 
онда  

     
0

1 1 1.
t

t t t t tf g e t d t e te e e t             

9-теорема (кескіндерді көбейту). Егер ( )f t  ( ),F p  

( )g t  G p  болса (    0 0s f s g ) , онда  

                  

   f g    ( ) .F p G p                               (18) 
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  f g      
0 0

( )
t

ptf g t d e dt  


 
  

 
  / интегралдау 

ретін өзгертеміз, содан соң ішкі интегралда 1t t   айнымал 

ауыстыруын жасаймыз / =  

  1 1

0

( ) ,ptd f g t e dt t t dt dt


   
 

         

     1 1
1 1 1 1

0 0 0 0

( ) ( )p t ptpd f g t e dt f e d g t e dt    
   

          

   .F p G p       

Мысалы,    te cht     
   22

1
.

1 1 1 1

p p

p p p p
 

   
 

Салдар.  Егер ( )f t  ( ),F p  ( )g t  G p  болса, онда 

Дюамель ((1797-1872) – француз математигі) формуласы 
орындалады:  

               ( )pF p G p     
0

( ) 0 ( ) .
t

f t g f g t d          (19) 

            ( ) ( ) 0 0pF p G p pG p g F p g F p       –

теңдігінің оң жағының бірінші қосылғышы  ( )g t  түпнұсқа мен 

( )f t  түпнұсқаның сəйкес кескіндерінің көбейтіндісі болғандықтан, 
9-теорема бойынша,  

 ( )pF p G p   ( ) ( ) 0 ( )g t f t g f t    аламыз.  Мұндағы 

үйірткіні ашып жазсақ (үйірткінің коммутативтік қасиетіне 
сүйеніп), (19) формулаға келеміз.      

Енді берілген кескіні бойынша оның түпнұсқасын табуға 
арналған теоремаларды келтіреміз.  

10-теорема. Кеңейтілген комплекс жазықтықта ( )F p – 

аналитикалық функция жəне ( ) 0F    болсын. Егер ( )F p  

функциясының  нүкте маңайындағы Лоран қатары 
1

( ) k
k

k

c
F p

p





  
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болса, онда оның түпнұсқасын келесі формула арқылы табуға 
болады: 

                                
1

0

0,                0,

,    0.
!

n

n
n

t

f t t
c t

n







  


                       (19) 

    Шынында да, 

       1 1
1

0 0 10 0

( ) ( ) .
!

pt pt nn n k
n k

n n k

c c c
F p f t e dt e t dt

n p p

   
  


  

           

Түпнұсқаның жалғыз болу теоремасы бойынша теоерма 
дəлелденді.   
                                                                                                               

Мысалы,  
1

( ) sinF p
p

  функциясының түпнұсқасын                  

табу керек.  

    
1

2 1
1

1 1
( ) sin 1

2 1 !
k

k
k

F p
p k p







  
  теңдігінен 10-

теорема шарты орындалатынын көреміз. Олай болса,  

                          
2

0

1
1 .

2 1 ! 2 !

n
n

n

t
f t

n n





 
       

 
Келесі теоремаларды дəлелдеусіз келтіреміз. 
11-теорема.  ( )F p  полюстері 1 2, ,..., mp p p  болатын, бөлшек-

рационал функция болсын. Онда  

               ( )F p        
1

.
k

m
pt

p p
k

f t Ø åã F p e




                     (20) 

Ал, егер 1 2, ,..., mp p p  – жай полюстер жəне 
 
 

( ) ,
A p

F p
B p

  

мұнда   A p ,   B p  – ортақ түбірлері жоқ көпмүшеліктер болса, 

онда  



93 
 

                     ( )F p        
 1

.k

m
p tk

k k

A p
f t e

B p


                   (21) 

Мысалы, 
  2

1
( )

1 1
F p

p p


 
 функциясының                  

түпнұсқасын табу керек.  
  Мұнда 1,  p p i    – функцияның жай полюстері болған-

дықтан,       21,  1 1 ,A p B p p p        23 2 1B p p p     

екенін ескерсек, (21)  формула бойынша,  

       1
cos sin

2 2 1 2 1 2

t it it
te e e

f t e t t
i i



     
 

 аламыз.       

 
Тақырыптың соңында Меллин ((1854-1933) фин математигі)  

формуласын келтірейік. 
12-теорема.  Егер 0Re p s  нүктелерінде ( )F p – аналитика-

лық функция, p   ұмтылғанда, arg p -ға қатысты ( )F p  

бірқалыпты ( ) 0F p   нөлге ұмтылса жəне   
x i

x i

F p dy M
 

 

   

болса, онда 

             ( )F p        0

1
,    .

2

x i
pt

x i

f t e F p dp x s
i

 

 

      

  
Енді қолдануға ыңғайлы болуы үшін, жоғарыда алынған 

элементар функциялардың L кескіндерін жəне олардың  қасиеттерін 
ықшамдап, бір жерге топтап жазамыз. 

 

1)  0 ( ) 1t     
1

p
.       

2)  cos t   
2 2

;
p

p 
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3) sin t   
2 2

;
p




 

4)  te       
1

.
p 

     

5)  coste t      
 2 2

;
p

p


 


 
 

6)  sinte t    
 2 2

;
p


  

      

7)  c h t        
2 2

;
p

p 
 

8) sh t   
2 2

.
p




 

9)  nt   
1

!
,    1, 2,... .

n

n
n

p    

10)  Сызықтық қасиет: 

                  ( ) ( );  ( ); ( ); ,L A f t B g t p A L f t p B L g t p        

11)  Кескіннің ығысуы:  

                  0( ) ;  ( );  ,  Re .tL f t e p L f t p p s          

   

12)  Кескінді дифференциалдау:    1 ( )
n nF p   ( ).nt f t  

    
13)  Түпнұсқаны дифференциалдау:  

  ( )nf t      11 2( ) (0) (0) ... 0 ,nn n np F p p f p f f             

ал, егер        10 0 ... 0 0nf f f     болса, онда 

                                  ( )nf t   ( ).np F p      

14)  Түпнұсқаны интегралдау:  
0

( )
t

f d   
( )

.
F p

p
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15)  Кескінді интегралдау:   
( )f t

t
        ( ) ,

p

F z dz


     

                                                       
0 0

( )
( ) .

f t
dt F p dp

t

 

   

16)  Түпнұсқаның кешігуі: 0( )f t t    0 ( ),pte F p  0 0.t   

17)   Кескіндерді көбейту:  f g    ( ) .F p G p  

18)  Дюамель формуласы:  

               ( )pF p G p     
0

( ) 0 ( ) .
t

f t g f g t d           

19) Егер 
1

( ) k
k

k

c
F p

p





  болса, онда:  
1

0

0,             0,

,  0.
!

n

n
n

t

f t t
c t

n







  


                      

20) Егер ( )F p  полюстері 1 2, ,..., mp p p  болатын, бөлшек-

рационал функция болса, онда    
1

.
k

m
pt

p p
k

f t Ø åã F p e




                                      

Ал, егер 1 2, ,..., mp p p  – жай полюстер жəне 
 
 

( ) ,
A p

F p
B p

            

болса, онда    
 1

.k

m
p tk

k k

A p
f t e

B p


    
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§ 3. Амалдық қисаптың дифференциалдық теңдеулерді  
шешуге қолданылуы 

 
Сызықтық дифференциалдық теңдеулерді интегралдауда 

қолданылатын амалдық қисап əдісінің классикалық əдістерге 
қарағанда артықшылығы – амалдық қисап арқылы дифферен-
циалдық теңдеудің жалпы шешімін тауып жатпастан, берілген 
алғашқы шарттарды қанағаттандыратын теңдеудің шешімін бірден 
алуға болады. Егер дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімін 
табу қажеттігі туса, онда оны да амалдық əдіс арқылы істеуге 
болады. Түсінуге жеңіл болуы үшін, амалдық қисаптың екінші 
ретті біртекті емес сызықтық дифференциалдық теңдеулерді 
шешуге қолданылуын қарастырайық (кез келген п ретті біртекті 
емес сызықтық дифференциалдық теңдеулерді де осы сияқты 
шешуге болады).  

Сонымен, келесі екінші ретті біртекті емес сызықтық 

дифференциалдық теңдеудің (мұнда    ,  ,x x t x x t       ,x x t   

яғни  функциялар мен оның туындыларының аргументтері – 0t  ): 
                            1 2 ( ),x a x a x f t                                            (1) 

берілген алғашқы шарттарды: 

                                00 ,x x     00 ,x x                                     (2) 

қанағаттандыратын дербес шешімін табу керек болсын. 
 Айталық, (1) теңдеудің (2) шарттарды  қанағаттандыратын 

дербес шешімі  x t  болсын. Егер бұл функцияны (1) теңдеуге 

қойсақ, онда біз тепе-теңдік аламыз. Сондықтан (1) теңдеудің екі 
жағындағы функциялардың L кескіндері бірдей болады. Бұдан кейін 

 x t  мен ( )f t  функцияларының L кескіндерін сəйкес  X p  жəне 

 F p  арқылы белгілейміз. Содан соң түпнұсқаны дифферен-

циалдау туралы теореманы:  x t   0 ,pX p x   

 x t  2
0 0p X p px x    жəне сызықтық қасиетті 

пайдаланып, түпнұсқаларды байланыстырып тұрған (1) теңдеуден, 

 X p  жəне  F p  кескіндерді байланыстыратын, операторлық 

теңдеу деп аталатын теңдеуге өтеміз:  
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       2
0 0 1 0 2 .p X p px x a pX p x a X p F p                   (3) 

Бұл –   X p  кескінге қатысты алгебралық теңдеу. 

Операторлық теңдеуді шешейік:  

    2
1 2 0 0 1 0 ,X p p a p a F p px x a x       бұдан,  

             0 0 1 0
2 2

1 2 1 2

.
F p px x a x

X p
p a p a p a p a

 
 

   


                            (4) 

Енді табылған  X p кескіннен оның  x t түпнұсқасына өтсек, 

ол түпнұсқаның жалғыздығы туралы теорема бойынша, (1) мен (2) – 
Коши есебінің шешімі болады.     

Егер  алғашқы шарттар:   00 0,x x      00 0x x    болса, 

онда  келесі формуланы аламыз:                                   

                              
2

1 2

.
F p

X p
p a p a


 

                                    (5) 

Ескерту:   Егер (2) алғашқы шарттар берілмесе, онда 0x , 0x  

орындарына кез келген тұрақтыларды алып, (1) теңдеудің жалпы 
шешімін алуға болады. 

1-мысал.Теңдеудің алғашқы шартты қанағаттандыратын            

дербес шешімін табу керек: 4 2,x x      00 0 0.x x   

 (5) формуланы пайдаланайық: 2  
2

p
 болатындықтан, 

   2

2
.

4
X p

p p



 Табылған кескінге сəйкес түпнұсқаны табу 

үшін бөлшекті ең қарапайым бөлшектердің қосындысына 

жіктейміз:     22

2 1 1
.

2 44

p
X p

p pp p

 
     

 Бұдан  

   0

1 1 1 1
cos 2 cos 2 .

2 2 2 2
x t t t t            

Назар аударыңыз!  Табылған шешім берілген теңдеуді 0t   
үшін де қанағаттандырады. Мұндай жағдай, яғни табылған 
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шешімнің берілген теңдеуді кез келген t  үшін қанағаттандыратын 
жағдайы (əрине, теңдеудің оң жағы барлық t  үшін анықталса) өте 
жиі болады. 
       

2-мысал. Теңдеудің алғашқы шартты қанағаттандыратын 

дербес шешімін табу керек: 4 5 0,x x x      0 0,x    0 1.x   

 Операторлақ теңдеуге өтеміз:  

     2 1 4 5 0.p X p pX p X p     Алынған операторлық тең-

деуді шешеміз:  
 22

1 1
.

4 5 2 1
X p

p p p
 

   
 Табылған 

кескіннің түпнұсқасын табамыз, ол үшін кескіннің ығысуы туралы 

теореманы (жоғарыда 11) қараңыз)  пайдаланамыз:  sin t   
2

1

1p 
 

болғандықтан,   2 sin .tx t e t      

Енді дифференциалдық теңдеулерді шешуде кескіндерді 
көбейту теоремасын (жоғарыда 17)  ) жəне  Дюамель интегралын 
(жоғарыда 18)) қалай қолдануға болатынын  көрсетейік. Біртекті 
емес сызықтық коэффициенттері тұрақты п ретті дифференциалдық 
теңдеуді қарастырамыз (мысалы, [3], § 10.7 қараңыз): 

                 1
1 1... ( ),   0.n n

n nx t a x t a x t a x t f t t
           (6) 

Бұл теңдеудің сол жағындағы өрнекті  

                           1
1 1...n n

n n nL x x t a x t a x t a x t
             (7) 

арқылы белгілесек, (6) теңдеуді қысқаша жазуға болады: 

                               nL x  ( ),   0f t t  .                                      (8) 

 nL x  сызықтық п ретті дифференциалдық опратор деп 

аталады жəне ол келесі қасиеттерге ие ([3], § 10.7): 

                      
0 0

,
n n

n i i i n i
i i

L C x C L x
 

    
                                       (9) 

яғни функциялардың сызықты комбинациясының операторы осы 
функциялардың операторларының сызықты комбинациясына тең 
(оператордың сызықтық деп аталуы да осыған байланысты).  
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Кескіндерді көбейту туралы теореманы қолданудың мағына-        
сы – егер оң жағы қандай да бір функция болатын  (8) теңдеудің 
шешімі белгілі болса, онда үйірткі көмегімен кез келген оң жағы 
бар осы теңдеудің шешімін алу мүмкіндігі. Əсіресе теңдеудің оң 
жағын ( ) 1f t   деп алу тиімді. Сонымен, теңдеудің сол жағы 

бұрынғыдай, бірақ оң жағы ( ) 1f t   тең  дифференциалдық 
теңдеуді нөлдік алғы шарттармен бірге аламыз:  

                      1
1 1... 1,n n

n nz t a z t a z t a z t
                     (10) 

                                   10 ... 0 0.nz z                                (10´ ) 

Ескерту. Дифференциалдық теңдеуді нөлдік алғашқы 

шарттармен:      10 ... 0 0nz z     бірге қарастыруға болады. 

Басқа жағдайларды, ізделінетін функция үшін қажетті айнымал 
ауыстыруын жасай отырып, нөлдік алғашқы шарттарға əрқашанда 
келтіруге болады (мысалы, ([3], § 7.3 қараңыз).   

 (6) мен  (10) дифференциалдық теңдеулердің операторлық 
теңдеулеріне өтеміз: 

             1
1 1... ,n n

n np X a p X a pX a X F p
      

             1
1 1

1
... .n n

n np Z a p Z a pZ a Z
p


         

Операторлық теңдеулерді шешеміз: 

               
     

1
,     ,

n n

F p
X p Z p

Q p pQ p
                          (11) 

мұндағы   1
1 1... .n n

n n nQ p p a p a p a
      

(11) теңдіктерден      X p pF p Z p аламыз. Енді табылған 

кескінге сəйкес түпнұсқаны, яғни берілген (6) теңдеудің шешімін, 
Дюамель формуласы (жоғарыда 18)) арқылы табуға болады 

(  0 0z  ): 

         
0 0

( ) 0 ( ) ( ) ,
t t

x t f t z f z t d f z t d               (12) 

немесе үйірткінің коммутативтілігін пайдалансақ, 
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                     
0

( ) 0 ( ) .
t

x t z t f f z t d                          (13) 

Назар аударыңыз! Дифференциалдық теңдеудің  x t шешімін 

алған кезде, теңдеудің оң жағының  F p  кескінін білудің қажеті 

жоқ. Ал алынған формулалардың электротехникалық есептерді 
шешуде маңызы зор! 

3-мысал. Нөлдік алғашқы шарттармен бірге берілген 

дифференциалдық теңдеудің шешімін табу керек: 
2

.tx x e   
 Алдымен нөлдік алғашқы шарттармен бірге берілген 

1x x  теңдеуді шешеміз. Оның операторлық теңдеуіне өтеміз: 

   2 1
.Z p p Z p

p
   Операторлық теңдеудің шешімі: 

   2

1
.

1
Z p

p p



 Табылған L кескінге   1 cosz t t   түпнұсқа 

сəйкес келеді. Енді (12) формуланы қолданып, 

   2

0

sin
t

x t e t d     аламыз.  Бұл шешімді элементар 

функциялармен өрнектеуге болмайды, яғни  2

0

sin
t

e t d      

элементар функция емес.     
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§ 4. Дифференциалдық теңдеулер жүйесі 
            

Дифференциалдық теңдеуді шешуге қолданған қисаптық əдісті 
ешбір өзгертпестен коэффициенттері тұрақты сызықтық біртекті 
немесе біртекті емес дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешуге 
қолдануға болады. Мысалдар қарастырайық. 

1-мысал. Көрсетілген алғашқы шарттармен берілген 
дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешу керек: 

22 3 3 ,

3 2 0,

tx x y e

y x y

   


  




         0 0,   0 1.x y   

            
Операторлық теңдеулер жүйесіне өтеміз:   x t        ,X p  

  x t        0 ,pX p x pX p      y t       ,Y p   

 y t       0 1pY p y pY p    болатындықтан, 

3
2 3 ,

2

3 2 0

pX X Y
p

pY X Y

    
   

  аламыз. Бұл жүйенің шешімі: 

 
 2

6
,

2 9
X p

p


 
     

 2

2 2 1
.

22 9

p
Y p

pp


 

 
 Табылған 

кескіндерге сəйкес түпнұсқалар, яғни есептің шешімі: 

   2 2 22 sin 3 ,   2 cos3 .t t tx t e t y t e t e        

2-мысал. Көрсетілген алғашқы шарттармен берілген 
дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешу керек: 

 3 ,

,

,

x y x z

y x y

z z

  


 
  







      

           0 0 0,   0 0,   0 1,   0 1,   0 0.x x y y z z         

          
 Операторлық теңдеулер жүйесіне өтеміз:   x t        ,X p  
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 x t        0 ,pX p x pX p      

  x t          2 20 0 ,p X p px x p X p    

 y t       ,Y p   y t       0 ,pY p y pY p    

 y t         2 20 0 1,p Y p py y p Y p     

 z t        ,Z p       z t        0 1,pZ p z pZ p     

  z t          2 20 0p Z p pz z p Z p p      болатындықтан, 

   
 
 

2

2

2

3 ,

1 ,

p X p Y X Z

p Y p X Y

p Z p p Z

   
   
   

аламыз. Бұл жүйенің шешімі:  

   
 2 2

3 1
,

4

p
X p

p p





     

   22 2 2

3 1 1
,

11 4

p
Y p

pp p p


 

 
   

  2
.

1

p
Z p

p



   Табылған кескіндерге сəйкес түпнұсқалар, яғни 

есептің шешімі:    3 3 3
1 cos 2 sin 2 ,

4 4 8
x t t t t         

   3 1 1
1 cos 2 sin 2 cos ,

4 4 8
y t t t t t        cos .z t t        
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 Комплекс айнымалды теориялар функциясына арналған   
есептер мен тапсырмалар 

 
Комплекс жазықтықта төмендегі комплекс сандарға сəйкес 

нүктелерді салу керек: 
 

 
 

Берілген 2) – 5) сандарға мына амалдарды қолдану керек 
 

                               

 
 

Көрсетілген амалдарды орындау керек: 
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Келесі комплекс сандардың нақты жəне жорамал  
бөліктерін табу керек: 

 

                                      

                                      
 

Келесі комплекс сандардың модульдері мен  
аргументтерін табу керек: 

 

                 
 

Теңдікті дəлелдеу керек: 
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Теңсіздікті қанағаттандыратын нүктелер жиынының 
геометриялық бейнесін көрсетіңіз: 

 

        
 

Келесі теңдеулермен қандай сызықтар анықталады? 
 

                                
 

Түбірлердің барлық мəндерін табу керек: 
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Есептеу керек: 
 

              

                       
 

Келесі теңдеулердің шешімдерін табу керек: 

             
 

Тізбектің шегі анықтамасы бойынша, дəлелдеу керек: 
 

 
 

Шекті табу керек: 
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Комплекс сандарды көрсеткіштік түрде жазу керек: 
 

  
 

Комплекс сандардың модульдерін  
жəне аргументтерінің бас мəндерін табу керек: 

 

 

 
 

ze функциясының берілген нүктелердегі мəндерін табу керек: 
 

 
 

Теңдіктерді дəлелдеу керек: 
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Келесі сандардың нақты жəне жорамал бөліктерін табу керек: 
 

 
 

Есептеу керек: 
 

 

             

 

 
 

Келесі теңдеулердің шешімін табу керек: 
 

         
 
 



109 
 

Функциялардың дифференциалданатын нүктелерін табу керек: 
 

 
 

Көрсеткіштік функцияның туындысын пайдаланып, теңдіктерді 
дəлелдеу керек: 

 

               
      

 
Функциялардың дифференциалданатын нүктелерін табу керек 

жəне олардың туындыларын табу керек: 
 

 
 

Функциялар үшін Коши-Риман шарттарының 
 орындалатынын тексеріңіз: 

 

 
 

Берілген  ,u x y – нақты  немесе  ,v x y – жорамал бөлігі мен 

 0f z  мəні бойынша 0z нүктесінің маңайында аналитикалық 

функцияны табу керек: 
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Интегралдарды есептеу керек: 
 

     
 

Интегралдарды есептеу керек:  
 

   
мұндағы:    
195)    2 i    нүктесінің радиус-векторы; 

196)     жоғарғы  жарты шеңбер (жол z 1  нүктесінен 

басталады; 

197)    сағат тіліне қарсы бағытталған z-2 3  шеңбері;  
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  z 1  жоғарғы жарты шеңбер мен 

1 Re 1,   Im 0z z     кесіндісінен құралған тұйық контур; 

 

202) ,zdz

  мұндағы    түзудің 1 20,  1z z i    нүктелерін 

қосатын кесінді;    

203) 
1

,dz
z i  мұнда    1z i   оң жақ жарты шеңбер мен 

1 22 ,  3z i z i   нүктелерін қосатын кесіндіден құралған сызық;    

204)  Re sin ,z coszdz

  мұндағы   басы 

4
z i


   нүктесі 

болатын жəне 1,  Re
4

z z


   шарттарын қанағаттандыратын 

сызық. 
         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



112 
 

Интегралдарды есептеу керек (шеңберлер – сағат тіліне 
қарама қарсы бағытталған): 
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Дəрежелік қатарлардың жинақталу аймағын табу керек: 
 

                             
 

Дəрежелік қатарлардың жинақталу радиусін табу керек: 
 

                        

                    

 
 

Функцияларды z дəрежесі бойынша Тейлор қатарына  
жіктеу керек: 
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Функцияларды Тейлор қатарына жіктеу керек: 
 

     271)  ,    2 1ze z   дəрежесі бойынша; 

272) sin ,    
3

z z
   

 
дəрежесі бойынша; 

   273)  cos 3 1 ,    1z z   дəрежесі бойынша; 

 1
274)  ,    2

7 3
z

z
 


дəрежесі бойынша; 

 2

1
275)  ,    1

1
z

z
 


дəрежесі бойынша. 

 
Келесі қатарлардың жинақталу аймақтарын табу керек: 
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Келесі функцияларды 0z z  нүктесінің маңайында  

Лоран қатарына жіктеу керек: 
 

         
 

Келесі функцияларды z    нүктесінің маңайында  
Лоран қатарына жіктеу керек: 
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Келесі функцияларды көрсетілген сақинада 0z z  дəрежесі 

бойынша Лоран қатарына жіктеу керек: 
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0z z  - келесі функциялар үшін жөнделетін  

ерекше нүкте болатынын дəлелдеу керек: 
 

      
 

0z z  - келесі функциялар үшін полюс болатынын дəлелдеу 

керек: 
 

               
 

0z z  - келесі функциялар үшін елеулі ерекше нүкте  

болатынын дəлелдеу керек: 
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Келесі функциялардың барлық оқшауланған ерекше  
нүктелерді тауып, олардың түрлерін анықтау керек: 

 

                                      
 

Есептеу керек: 

.
sin

zRe)337
20 z

z
z

                          .zRe)338
1

z

z
e


              

.
)1(

zRe)339
21  z

ez

z
                    .sinzRe)340 2

z
z

z




                             

.
1

sinsinzRe)341
0 z

z
z


           

.

4

cos
zRe)342 2

4


 z

z
z

z  
                          

.
1

sinzRe)343
1  z

z
z

 

 
Келесі функциялардың барлық ақырлы ерекше  

нүктелердегі шегерімдерін табу керек: 
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Келесі функциялардың ақырсыз нүктедегі  
шегерімдерін табу керек: 

 

                                

                         
 

Интегралды есептеу керек:  ( ) ,f z dz

  мұндағы  - берілген G  

аймағының оң бағытталған шеарасы: 
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Жауаптары 
 

Комплекс айнымалды теориялар функциясы 

 
 

4
)  2 ,  arg .    )  5,  arg .    )  5,

2 5
z z z z arctg z


     27 28 29  

 4 2
arg .   ) 1,  arg .       ) 1,  arg .

5 3 2
z arctg z z z z

       30 31  

  6
)  1,  arg .       )  125,  arg .

7 2
z z z z

 
    32 33  

  1
) ,  arg 0.    ) 2 cos ,  arg . 

4 4 14
z z z z

 
   34  35  

47) Жорамал өстің оң жағында жатқан, жартыжазықтық (өстің нүктелері 
жатпайды). 48) z i  нүкте арқылы өтетін горизанталь түзудің астында 

орналасқан, жарты жазықтық. 49) Жорамал өске дейінгі қашықтығы бірден 

кіші нүктелерден тұратын, жолақ. 50) Төбелері ,i  1 ,  1 ,  i i i   
нүктелерде болатын тік төртбұрыш (оның қабырғалары жатпайды).           

51) Центрі 0z   радиусі 1-ге тең дөңгелек (оның шеңбері де жатады).       

52) Центрі z i  радиусі 1-ге тең дөңгелек жəне оның шеңбері алынып 

тасталған жазықтық. 53) Центрі z i   радиусі 2-ге тең дөңгелек (оның 

шеңбері жатпайды). 54) Центрі ортақ 1z   радиустері 1 жəне 3 тең 
шеңберлердің арасындағы сақина (шеңберлердің нүктелері жатпайды).        

55) Төбесі 0z   нүктесі болатын, шамасы 
4

  тең, бірінші ширектегі  

бұрыш. 56) Төбесі 0z   нүктесі болатын, нақты өстің теріс бөлігіне 
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симметриялы, шамасы 
2

  тең  бұрыш. 57) 1xy   гиперболасы. 58) 

2 2 1x y   гиперболасы.   59)  22 1 1x y    шеңбері. 

 60)  
2

21 1

2 4
x y    

 
 шеңбері.  61)  2 22 1x y   гиперболасы.      

 62)  2 2 1y x   параболасы.   63)  
1 2 3

1 3 1 3
1,  ,  .

2 2 2 2
z z i z i        

1 2 3

3 1 3 1
) ,  ,  .

2 2 2 2
z i z i z i      64             

1) cos sin ,
8 8

z i
 

 65   

  
2 3cos sin ,   sin cos ,

8 8 8 8
z i z i

   
      

4 sin cos .
8 8

z i
 

    

1 2 3 4) 1 ,  1 ,  1 ,  1 .z i z i z i z i         66

1 2 3 4 5 6

3 3 3 3 3 3 3 3
) 3,  3,  ,  ,  ,  .

2 2 2 2 2 2 2 2
z i z i z i z i z i z i            67  

1 2 3) 1 ,  2 cos sin ,  2 sin cos .
12 12 12 12

z i z i z i
                

   
68  

4 4
1 2) 2 cos sin ,  2 cos sin .

8 8 8 8
z i z i

             
   

69   
1 2) 2 ,  2 .z i z i    70  

 
1

16 4 8) 2 ,  0,1,2,3,4,5,6,7.
i

k

kz e k
   
  82    

1 2) 1 ,  1 .z i z i   83  

1 2 3) 1 ,  2 2 cos sin ,  2 2 sin cos .
12 12 12 12

z i z i z i
                    

   
84  

1 2) 2,  3 .z z i 85         
1 2) 4 ,  3.z i z  86  

1 2) 1 ,  1 ,z i z i   87  

3 42 2 cos sin ,  2 2 cos sin ,
12 12 12 12

z i z i
                  

   
 

5 62 2 sin cos ,   2 2 sin cos .
12 12 12 12

z i z i
                

   
      1

) .
2

i91  
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34) ,arg 7 2 ,z e z     5) 1,arg ,   6) 1,arg .z z z z       

1
) 1)1,   2) 1,   3) ,   4) ,   5) .

2

i
i i


  126  

) 1) Re cos 2 1,   Im sin 2 1,   2) Re 0, Im 2,z ch z sh z z sh      142  

3) Re cos1 2,   Im sin1 2,   4) Re cos1',   Im 0,z sh z ch z z        

   2 2 2 2

sin 4 2
5) Re ,   Im .

2 cos 2 1 2 cos 2 1

sh
z z

sh sh
   

 
 

     

 

  3
2 1 , ,

4
i arctg k k Z      
 

6) 2 ,  ,
3

i k k Z
    
 

 7) 2 ,  .
3

i k k Z
     

 
 

 

 

 

 

 
 

 

) ln 3 2 ,   ln 3 2 ,   .
2 2

z i k z i k k Z
         153

) ln 2 2 ,   ln 3 2 ,   .
2 2

z i k z i k k Z
         154

) ln 2 2 ,   ln 2 2 ,   .
2 4 2 4

i i
z k z k k Z

         155  

 
2 2)   1) 3x y 158  гиперболасы.   5

2)
2

xy   гиперболасы.       

2 2)   1)
3

u
u  159  шеңбері.   2 22)

5
u

    шеңбері.   1
3) w

R
  шеңбері.   

4) 0u    түзуі.    2 25) 3 4 1 0u u     шеңбері.   6) arg .w     

1
7)

2
u   түзуі.  )  1)160  Ешбір жерде. 2) Нақты жəне жорамал өстерде.   
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3) 0z   нүктеде.    4) Re Imz z түзуінде.  5) 0z   нүктеде.  6) Барлық 

жерде.  

 
   

    

 
 

 

 
 

)z i234 нүктеде жинақталады.  ) z  235  жазықтықта 

жинақталады. ) 3z 236  дөңгелегінде жинақталады. ) 2z i 237  

дөңгелегінің ішінде жинақталады. ) 4.R 238     

 

    

 
2 1

n=0

) ,  1.n ni z R


 267
 

 

  

 

 
.R  
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280) жинақты емес. )2 2 .z   281    282) жинақты емес. 

 

 

 

 
1 1.z     
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) 0z  332 үшінші ретті полюс,     z      елеулі ерекше нүкте. 

) 0z  333 ерекше нүкте, бірақ оқшауланбаған, z      бірінші 

ретті нөл.  ) 0z  334 жөнделетін ерекше нүкте, 2 ,  kz k k Z    

екінші ретті полюс,    z     ерекше нүкте, бірақ оқшауланбаған, 

ол kz полюстерінің шектік нүктесі. 

1 1 1 1) 1,  1,  ,  z z z i z i      335 бірінші ретті полюстер, z      

жөнделетін ерекше нүкте. 6) 0z  33 елеулі ерекше нүкте, z     

бірінші ретті нөл.  
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Амалдық қисап бөліміне арналған 
 

есептер мен тапсырмалар 
 

1.  Көрсетілген функциялардың қайсысы тұпнұсқа-функция 
болатынын тексеріңіз: 

 

 
 

Анықтама бойынша келесі фунциялардың  
L-кескінін табу керек: 

 

 
 

Фунциялардың L-кескінін табу керек: 
 

 
 

Ұқсастық теоремасын пайдаланып, келесі фунциялардың 
 L-кескінін табу керек: 
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Сызықтық жəне ұқсастық теоремаларды пайдаланып,  
келесі фунциялардың L-кескінін табу керек: 

 

 
 

Түпнұсқаны дифференциалдау туралы теореманы пайдаланып, 
келесі фунциялардың L-кескінін табу керек: 

 

 
 

Фунциялардың L-кескінін табу керек: 
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Интегралдарды есептеу керек: 
 

 

 
 

Фунциялардың L-кескінін табу керек: 
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Сызбасы бойынша берілген функциялардың L-кескінін табу керек: 
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Фунциялардың L-кескінін табу керек: 
 

 
 

Берілген L-кескіннің түпнұсқаларын тауып,  
олардың сызбасын салу керек: 

 

 
 

Берілген L-кескіннің түпнұсқаларын табу керек: 
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Алғашқы шарттарымен берілген дифференциалдық  
теңдеулерді шешу керек: 
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Дюамель формуласын пайдаланып, алғашқы шарттарымен  
берілген дифференциалдық теңдеулерді шешу керек: 
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Дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешу керек: 
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Лаплас түрлендіруін пайдаланып интегралдарды есептеу керек: 
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Интегралдық теңдеулерді шешу керек: 
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Амалдық қисап 
 

Жауаптары   
 

1. а) ия; б) ия; в) жоқ; г) ия; д) ия;  е) жоқ; ж) жоқ; з) ия;  
2. и) жоқ); к) ия; л) ия; м) ия. 
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143 
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мұнда  ал 

 F p берілген  f t  функциясының L-кескіні.  

 

 
 



150 
 

Типтік есептерді шығару үлгілері 
 

1-есеп. Түбірдің барлық мəндерін табу керек:   

             3 27i . 
Шешуi. iz 27 комплекс санының модулі 27z ,  

аргументінің бас мəні  
2

  .    Бұл мəндерді жəне 3n  санын  

),
2

sin
2

(cos
n

k
i

n

k
zz nn  




   1,,1,0  nk   формула-

сына қойсақ, )
3

22/
sin

3

22/
(cos2727 33 k

i
k

i
 




 ,    

k  0 1 2, ,  аламыз. Бұдан k  0 1 2, , мəндеріне сəйкес,   0k  үшін 

2

3

2

33
)

2

1

2

3
(3))

6
sin()

6
(cos(30 iii 

 ,  1k  үшін 

iii 3)0(3)
2

sin
2

(cos31 
 , 2k  үшін 

2

3

2

33
)

2

1

2

3
(3)

6

7
sin

6

7
(cos32 iii 

  аламыз.             

Жауабы: 3 27i = ;
2

3

2

33
{ i  ;3i  }

2

3

2

33
i . 

 

2-есеп. Алгебралық түрде жазу керек:  )
4

3(
i

ch


 . 

Шешуi. 
2

zz ee
chz


  жəне  )sin(cos yiyee xiyx   форму-

лаларын пайдаланамыз: 
 

 
)

4
(cos()

4
sin

2

2
((

2

1
)(

2

1
)

4
3( 334

3
4

3  

eieeeich
ii
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 ))
4

sin(


i

  ))(
2

2
)(

2

2
(

2

1
))

2

2

2

2
()

2

2

2

2
((

2

1 333333 eeieeieie  

 

.3
2

2
3

2

2
shich    Жауабы: )

4
3(

i
ch


 3

2

2
3

2

2
shich  . 

 
  2-есепті келесі тəсілмен де шығаруға болады:  
 

.3
2

2
3

2

2

)
4

sin(3
4

cos3
4

3
4

3)
4

3(

shich

ishch
i

shsh
i

chch
i

ch






 

 
3-есеп.  Алгебралық түрде жазу керек:  ii  )512( . 

Шешуi. z eb b z ln ;ln zeb ez   ),2(arglnln kzizz    

zk  жəне ).sin(cos yiyee xiyx   теңдіктерін пайдаланамыз. 

Мұнда 1695)12(512 22  i =13 жəне  

,
12

5
)512arg( arctgi    болғандықтан,   

),2
12

5
(13ln)512ln( karctgii    .zk   Олай болса, 

  )2
12

5
()512( 213ln)512ln( karctgieei iiii   

13ln
12

5
2 iarck

e





)13lnsin13ln(cos
12

5
2

ie
arctgk


 

. 

   Жауабы: ii  )512( )13lnsin13ln(cos
12

5
2

ie
arctgk


 

 zk . 
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4-есеп. 1Re z  2Im z  теңсіздіктерімен берiлген аймақты 

салу керек.  
Шешуi. ,Re xz   ,Im yz   екенiн ескерсек, онда берiлген 

теңсіздіктер келесi түрде жазылады: ,11  x   .22  y  Бұл 

теңсіздіктер комплекс жазықтықта тік төртбұрышты анықтайды 
(төмендегі сурет). 

Мұнда аймақта жататын шекара сызықтары тұтас, ал 
жатпайтын шекара сызықтары үзік сызықпен көрсетілген.  

 
5-есеп. ),12(32 22  ttittz   ,Rt   теңдеуімен берілген 

қисықты анықтау керек. 

Шешуi.  z x iy    саны мен )12(32 22  ttittz  
комплекс сандарының теңдігінен  

x t t

y t t

  

  







2

2

2 3

2 1

,
  жүйесін аламыз. Бұл жүйеден x пен y 

арасындағы байланысты табамыз: 

 
 

 
 

x x

y x

x x

y x

y x

x

  

 








  

 








 






1 2

1

2 1

1

2

2

2

2

2

2

, , ,

.         
                

                                             iy
                                                 

                                                     2i

                                     -1         0            1                                x

                                                      -2i   
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Мұндағы y теріс емес екенін ескерсек, алынған теңдеу oxy  

жазықтығында ,2 xy  ),0[ y , ),2[ x  жарты түзуін 

беретінін көреміз (төмендегі сурет). 

 
6-есеп. Берiлген жорамал xxyyxv  2),(  бөлігі жəне 

0)0( f   мəні бойынша  00 z  нүктесінің маңайында анали-

тикалық )(zf  функциясын табу керек. 

Шешуi. Алдымен xxyyxv  2),(  функциясының 00 z  

нүктесінің маңайында аналитикалық функция екенiн тексерейiк: 
2 2

2 2
0,    =0 ,

v v

x y

 
 

   0+0=0, яғни xxyyxv  2),(  функциясы 

Лаплас теңдеуін комплекс жазықтықтың кез келген нүктесінде 
қанағаттандырады, демек, ол – осы көрсетілген жазықтықта 
гармоникалық функция. 

Енді жорамал бөлігі xxyyxv  2),(  болатын аналитикалық 

функцияны табайық.  Оған арналған  келесi екi тəсілді көрсетеміз. 

         iy

             i .
              0         1       2                                                       x
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1-тəсіл. Коши-Риман шарттарын: ;
y

v

x

u








 
x

v

y

u








  

пайдаланамыз.   Бiрiншi теңдік   бойынша, 
x

u
x

y

v








2  аламыз.  

Бұдан    u xdx c y x c y    2 2   аламыз. Мұндағы )(yc  

белгiсiзiн табу үшін u функциясын Коши-Риман шарттарының 
екiншi теңдігіне қоямыз: 

    /2 / ,
y

u
x c y c y

y




    ал    

v

x
xy x x

x
   2 2 1

/
   

    
екенiн ескерiп екінші шарттан  12)(  yyc   аламыз. Бұдан 

  cyydyyyc 2)12()( ,  демек, 

.)( 222 cyyxycxu   Сонымен,  

)2()( 22 xxyicyyxivuzf  =    

                  =    x xiy iy i x iy c z iz c2 2 22        . 

 Мұндағы  с  тұрақтысының мəнін 0)0( f  шартынан табамыз:  

000  ic   0c . 

        Жауабы:  ).2()( 22 xxyiyyxzf    

2-тəсіл: z0  нүктесінің маңайында аналитикалық   )(zf  

функциясын табу үшін келесi екi формуланың бірін пайдалануға 
болады: 

0 0
0

0 0
0

( ) 2 , ,                       (a)
2 2

( ) 2 , .                       (á)
2 2

z z z z
f z u C

i

z z z z
f z iv C

i

  
  

 
  

  
 

 

Мұндағы 0C  – 0( )f z  санына түйіндес сан.  

Біздің мысалымызда xxyyxv  2),( , 0 0,z   С = 0. 

Жоғарыдағы формулалардың екiншiсiн пайдаланамыз: 
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20 0 0

( ) 2 2 0
2 2 2

z z z
f z i z iz

i

          
 

. 

                                   Жауабы:  izzzy  2)( .   

  
7-есеп. Комплекс айнымалды функцияның интегралын 

берiлген қисық бойынша есептеу керек:  

z z dz
L
 ;     1{: zL  }0Im z . 

Шешуi. L қисығы – центрi 0 нүктесі, радиусi 1 болатын, 
жоғарыдағы жарты жазықтықта жататын жарты шеңбер: 

 L: 







,sin

,cos

ty

tx
 ],0[ t . Олай болса, 

L : ,sincos)()()( tittiytxtz     .cossin)( tittz   

Енді   
L

dttztzdzz




 )())(()(   формуласын пайдаланып 

есептейміз:    

  
L

dttittttitdzzz


0

22 )cossin(sincos)sin(cos

 


0

22 )sincossincossincos( dttttititt

 


0

)2cos2sin( dttit  





 






 

 
0 2

2sin

2

2cos

2

2sin

2

2cos
i

t
i

t 

0
2

0sin

2

0cos







  i  аламыз.       Жауабы:  

L

dzzz 0 . 

Ескерту. Берілген интегралды itz e  айнымал ауыстыруы 
арқылы да есептеуге болады. 

 

8-есеп. 
32 215225

45015

zzz

z




   функциясының Лоран қатарына 

z  дəрежесі бойынша жіктелуін табу керек. 
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Шешуі: Берілген функцияның ерекше нүктелері 

0225152 23  zzz  немесе 0)225152( 2  zzz  теңдеуінің 

түбірлері. Бұдан 00 z  жəне 0225152 2  zzz ;  

;202522542152 D  ,15
4

202515
12,1 


 zz  

5.72 z    аламыз.  Сондықтан берілген функция центрі  0 
нүктесіндегі келесі үш сақинада аналитикалық функция болады: 

},5.70:{1  zzk      }1575.7:{2  zk      

}15:{3 zzk      (төмендегі суретті қараңыз).  

Берілген функцияны осы сақиналардың əрқайсысында Лоран 
қатарына жіктейік.  Ол үшін функцияны қарапайым функциялар 
қосындысына жіктейік. 

),152)(15()5,7)(15(2225152 23  zzzzzzzzz  

 











 45015

)152(15225152

45015
23

z
z

C

z

B

z

A

zzz

z  

 
).15()152()152)(15(  zCzzBzzzA  

Мұнда 00 z  деп алсақ,   ,2)15)(15(450  AA          

                                                     iy

                                                     15i

                                                                               k3

                                                                          k3

  

                    7,5i
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 151 z  деп алсақ,    145154501515  BB ,                                

5.72 z  деп алсақ,  2)5.22)(5.7(4505.715  CC    

аламыз. Сонымен, 
15215

12







z

z

zz
 . 

1.   z z z    k   1 0 7 5: ,   нүктелері үшін берілген 

функцияны жіктейік.  Ол үшін геометриялық прогрессияның 

жіктелуін: 


2
111

1

1
qaqaa

q

a
   ).1( q    пайдаланамыз: 











)151(15

1

15

1

15

1
zzz

    z
z

  7 5
15

1, = 

 = 1

15 15 15

1

15 15 15

2

10



 





  

z z zn

nn
   ... . 














))
5.7

(1(5.7

1

5.7

1

152

2
zzz

 
z

7,5
   1  = 

= 

































0
1

12

)5.7(

)1(

5.75.7

1

5.75.7

1

5.7

1
1

5.7 n
n

nn zzzz
 . 

Сонымен,   k   1 0 7 5  z z: ,  сақинада 

 





















0 0

1

1

1 )5.7(

)1(

15

2

152

2

15

12
n n

n

nn

n

n zz

zzzz
  алдық. 

 
2.  }.155.7:{2  zzKz  нүктелерін қарастырайық. 

Мұнда 1
15


z  болатындықтан,  

15

1




z
 бөлшегінің қатарға жіктелуі 

алдыңғы жағдайға келеді. 

2K  жиынында үшінші бөлшекті қатарға жіктейік:  
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








)
2

15
1(2

2

152

1

z
zz




















z
z

2

15
1

1   















 












1
1

12

2

15)1(

2

151

2

1511
1

2

15

n
nn

nn

zzzzzzz
  . 

Сондықтан }155.7:{2  zzKz    сақинасындағы 

нүктелер үшін 

 





















0 1

1

1

1 2

15)1(

15

2

152

2

15

12
n n

nn

nn

n

n

z

z

zzzz
 . 

3.  }15:{3  ztKz  болсын.  15z  болғандықтан, 

1
15


z

 шығады. Демек, 























1

12
151511511

)151(

1

15

1
n

n

n

zzzzzz
zzz

  

. 
           

  1
1515

2

1

2

15


zzz
 болатындықтан, 3K  сақинасында, 

яғни  }15:{3  ztKz  нүктелері үшін 
152

2



z

  бөлшегінің 

қатарға жіктелуі  алдыңғы жағдайға келеді: 

.
2

15)1(152

152

2

15

12

1 1
1

11

 









 








n n
nn

nn

n

n

zzzzzz
  

  
                            Жауабы: 

1.  1  :  0 7,5k z z    жиынында, 

                    ;
)5.7(

)1(

15

12

0
1

1

1







 






 


n

n

n

n

n
z

z
  
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2. }155,7:{2  zzKz  жиынында, 

                     ;.
2

15)1(

15

2

0 1
1

11

1 
















n n
nn

nn

n

n

z

z

z
  

 
3. }15:{3  ztKz  жиынында, 

                      
n

n
n

nn
n

zz

1

2

15)1(
15

2
1

1

1
1 







 








 . 

9-есеп. 
4

2
2 


z

z   функциясының 0zz   айырымының 

дəрежесі бойынша Лоран қатарына жіктеу керек. Мұнда 
iz 230   тең. 

Шешуі. Функцияның ерекше нүктелері 042 z  теңдеуінің 

түбірлері, яғни ,21 z   .22 z   Ол нүктелерден 0z  нүктесіне 

дейінгі қашықтық    

52)1(21232 22
011  iizzR , 

292)5(25232 22
022  iizzR  

тең. Сондықтан берілген функция центрі ,230 iz   

радиустері 1R  мен 2R  болатын келесі үш сақинада: 

                               },523:{1  izkzK  

                               },29235:{2  izzK  

                               }2329:{3 izzK     

аналитикалық функция. 
Берілген функцияны қарапайым функциялардың қосындысына 

келтірейік: 

22)2)(2(

2

4

2
2 











z

B

z

A

zz

z

z

z 

:)2()2(2  zBzAz  .1442  AAz           

1442  BBz . 
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Олай болса, 
2

1

2

1

4

2
2 








zzz

z  . 

         

     1. }523:{1  izkzK   жиынындағы нүктелер  

үшін  
















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
i

iziiizz

21

23
1

1

21

1

)21()23(

1

2

1  
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
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аламыз.  Демек, }523:{1  izkzK  жиынындағы 

нүктелер үшін 


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      2.  },29235:{2  izzK   яғни 2kz   

нүктелері үшін 


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






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
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}29235:{2  izzK   сақинасының нүктелерінде 

1
29

29

25

23





i

iz  орындалатындықтан,  
2

1

z
  бөлшегінің 

жіктелуі алдыңғы жағдайдағыдай. Ендеше, 

}29235:{2  izzK   жиынында 

      



 






















0
1

1

1

1

)25(

)23()1(

)23(

)21(

2

1

2

1
n

n

nn

n
n

n

i

iz

iz

i

zz
   . 

 

3. }2329:{3 izzK   нүктелерінде 1
29

5

23

21





iz

i  

орындалатындықтан, 
2

1

z
 бөлшегінің жіктелуі  2 п.-дей болады.  

Екінші бөлшекті қатарға жіктейік: 























iz

iiziizz

23

25
1

1

23

1

)25()23(

1

2

1  

.
)23(

)25(

23

25

23

1

23

25

23

1

23

1
1

29

29

23

25

1

12


















































n
n

n

iz

i

iz

i

iz

iz

i

iziziz

i



 

Демек, }2329:{3 izzK   жиынында   

      

























1 1

11

)23(

)25(

)23(

)21(

2

1

2

1
n n

n

n

n

n

iz

i

iz

i

zz
 . 



162 
 

       Жауабы: 

                 1.         





































0

11

)23(
25

1

21

1
n

n
nn

iz
ii

 , 

                               }523:{1  izkzK ; 

                   2.         


























1 0

11

)23(
25

1

)23(

)21(
n n

n
n

n

n

iz
iiz

i , 

                            }29235:{2  izzK ; 

 

                   3.            









1

11

)23(

1
2521

n
n

nn

iz
ii , 

                            }2329:{3 izzK  . 

 

10-есеп. 
az

z
z




 sin  функциясын az 0  нүктесінің 

маңайында Лоран қатарына жіктеу керек. 
Шешуі: az   айырымын t  арқылы белгілесек, atz   

болады да:  

 
t

a
a

t

a
t

t

a
at

t

a
at

t

at
at sinsinsin)(sin)(

)(
sin 






 


 




аламыз. 

)!12(
)1(

!5!3
sin

12

0

53


 



 n

xxx
xx

n

n

n    жіктелуін ,
t

a
x   

үшін жазсақ, 




























)!12(
)1(

)!12(
)1(

)!12(
)1(

2

12

0

1

12

12

0
12

12

0 nt

a

nt

a
a

nt

a
t

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

  

)!12(
)1(

12

22

0

1


 





 nt

a
n

n

n

n  шығады. Енді мұнда azt    

ауыстыруын жасаса болғаны. 
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Жауабы:   




















0 0
12

221

2

121

)!12()(

)1(

)!12()(

)1(
n n

n

nn

n

nn

naz

a

naz

a . 

  11-есеп.     


 
e

e z

z

z

5

1

1
    функциясының 0z  ерекше 

нүктесінің түрін анықтау керек. 

Шешуі:   ez
  функциясының Маклорен қатарына жіктелу 

формуласын:  e z
z zz     1
2 3

2 3

! !
...  

Пайдаланамыз. Мұндағы z  орнына z5қойсақ 

,
!2

1
10

55


z

zez  жəне бұл қатар 0z  нүктесінің маңайында 

жинақты. Сондықтан 















!3!2
11

!2
11

1

1
32

10
5

5

zz
zz

z
z

ze

e
z

z

           

)(

!3!2

1

!2
1

!3!2

!2 3

2

5
5

32

10
5

zhz
z

z

z
z

zz

z
z








 
























 

Мүнда 










!32

1
!2

1
)(

5

z

z

zh  арқылы 0z  нүктесінің маңайында 

аналитикалық функция белгіленген  (екі аналитикалық функцияның 
қатынасы жəне бөлімі нөлге тең емес).  

                   
5

3

0 0

1
lim lim ( ) 0

1

z

zz z

e
z h z

e z 


    

 
 

Болғандықтан, 00 z   жөнделетін ерекше нүкте.     
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12-есеп. ze
z

z 1

4 1

sin




   функциясының оқшауланған ерекше 

нүктелерін тауып, олардың түрлерін анықтау керек. 
Шешуі:  Берілген функция 01 z  нүктесінде жəне 014 z  

теңдеуінің түбірлерінде анықталмаған.     
              ))()(1)(1()1)(1(1 224 izizzzzzz     

жіктелуін тағы да  ,12 z  ,13 z ,4 iz  iz 5  төрт ерекше 

нүкте аламыз. Осы нүктелердің түрлерін анықтайық. 
      1. 01 z   нүктесінде берілген функцияның шегі жоқ екенін 

көрсету үшін xz  +0i  нөлге ұмтылсын (y = 0): 

        


x

x
x

x

x 1

40 1

sin
lim


 ;0)0(lim

1

sin
lim

1

040






ee

x

x x

xx


  





  1

1

040

1

40 )(sin
lim

1

1
lim

1

sin
lim

x

e

x
e

x

x x

xx

x

x 
  

 











 
 ережесi   1

sin
lim 1

1

0
Лопиталь

x

e x

x 
 

 

.
1

cos

1
lim

sin
limlim

cos)(sin

1

lim

2

02

2

0

1

02

2

1

0







 
























 xx

x
e

xx
x

e

xx

x

x

x

x  

Функцияның оң жəне сол жақ шектері өзара тең емес, яғни 
01 z   нүктеде функцияның шегі жоқ, демек, 01 z  –  елеулі 

ерекше нүкте. 
 
2) 12 z  нүктесін зерттейік.      
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. 
44

cos
lim

)4(

)(sin
lim

1

sin
limlim

1

sin
lim

31

4141

1

1

1

41

e

z

z
e

z

z
e

z

z
ee

z

z

z

zz

z

z

z

z





















 

Олай болса,  12 z   – жөнделетін ерекше нүкте. 

 3. 13 z   нүктесін де осы сияқты зерттеуге болады:   

               

, 
44

cos
lim

)4(

)(sin
lim

1

sin
limlim

1

sin
lim

1

31

1

41

1

41

1

1

1

41

























e

z

z
e

z

z
e

z

z
ee

z

z

zz

z

z

z

z

z





 

яғни  13 z  – жөнделетін ерекше нүкте. 

4. iz 4  нүктесін зерттейік. 

                     ,
0

sin

1

sin
lim

4

1








 



 



iz

iz

ei

z

ez 
  

олай болса, iz 4  нүктесі – полюс. Оның ретін анықтау үшін 

функцияны келесі түрде жазайық:  ,
1

sin

)(

)(
4

1





z

ez

z

zx z


   

мұнда ,0sin)(  iiei  ,01)( 4  ii ,4)( 3zz   

04)( 3  ii  орындалады, демек, iz 4   – 1-ші ретті полюс.     

4. iz 5  жағдайы алдыңғы сияқты, мұнда да 

0)sin()(  ieii     01)()( 4  ii    

,04)( 3  ii   

орындалады, олай болса, iz 5    – 1-ші ретті полюс..  

                            Жауабы:  
01 z  –  елеулі ерекше нүкте;    

13,2 z  – жөнделетін ерекше нүктелер; 

iz 5,4   1-ші ретті полюстер. 
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13-есеп. Интегралды есептеу керек:            

                              



 21 2

2

3
sin)4(

1

z

dz
z

z

z . 

Шешуі: Интеграл астындағы функцияның ерекше нүктелерін 
табамыз, ол үшін бөлшектің бөлімін нөлге теңестіреміз: 

 03sin)4( 2  zz , бұдан 042 z  немесе  iz 22,1  , ал 

03sin z  болса ,3 kz   ,3 kzk  Zk . 

  254121  i , яғни izn 2  нүктелері 

интегралдау контурының сыртында жатыр, сондықтан оларды 
қарастырмаймыз, ал ,3 kzk  Zk  нүктелер жиынындағы 00 z  

нүктесі ғана 21 z  контурының ішінде жатыр.  

00 z  нүктесінің түрін анықтайық. 

Интеграл астындағы функция
)(

)(
)(

z

z
zf




 ,  ,1)( 2  zz  

3
sin)4()( 2 z

zz   түрінде берілген жəне ,0)( 0 z  ,0)( 0 z  

0)( 0  z  орындалады, шынында да, 

 1)( 2  zz  үшін 01)0(  ;  

,
3

sin)4()( 2 z
zz   үшін 0)0(    

ал ,
3

cos
3

1
)4(

3
sin2)( 2 z

z
z

zz   үшін  

0
3

4
1

3

1
40)0(  .  Сондықтан 00 z  – жай (1-ші ретті) 

полюс. Олай болса, 
.

4

3

3

4
1

)0(

)0(

3
sin)4(

1

2

2


























z

z

z
шег
я 

  

Кошидің шегерім туралы негізгі теоремасына сəйкес 
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.
2

3

4

3
2

3
sin)4(

1
2

3
sin)4(

1

21 2

2

02

2

ii
я

z

z
шегidz

z
z

z

z
я

 































 . 

                                                                    Жауабы: i
2

3 . 

14-есеп. Интегралды есептеу керек: .
1

1

1
2 2






z

z

dz
z

ez
  

Шешуі: Интеграл астындағы функцияның жалғыз ерекше 

нүктесі 00 z  бар жəне ол 1z  контурының ішінде жатыр. 

Функцияны 00 z  нүктесінің маңайында Лоран қатарына жіктей 

отырып,  осы нүктедегі оның шегерімін табамыз.  
           

   
!3!2

1
32 tt

tet  түріндегі Маклорен қатарын 
2

1

z
t    

үшін жазсақ,  






!3

1

!2

11
1

642

1
2

zzz
e z  аламыз. Олай 

болса, 







 










Z
zzz

z

z

ez z
1

!3

1

!2

11
1

1 642
21

2 2 

  

.   
!3

1

!2

1
1

!3

1

!2

1
1

53

42
2



















 








zz

z
z

zz
z

 

1)(
0


 czfшег

sz
 екені белгілі, ал бізде 

z

1  дəрежесінің 

коэффициенті 1c  нөлге тең, демек, .0
1

2

0

1
2














 
 z

ez
шег

z

sz
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Олай болса,   







1

1
2

.0)( 2
1

0

2

z
sz

z

zfшегidz
z

ez   

                                                    Жауабы:  0. 
 
15-есеп. Интегралды есептеу керек:    

                  




5,0

2

sin

9cos

z

z

dz
izz

ze


. 

Шешуі: zishiz sin   теңдігін  пайдалана отырып, берілген 
интегралда келесі түрде жазамыз:  

                                   .
sin

9cos

5,0

2






z

z

dz
ziz

ze


    

Интеграл астындағы функцияның ерекше нүктелері      
0sin  zz   теңдеуінен табылады: ,0z  ,kz     ,Zk    

немесе ,kz   .Zk  

5,0z  шеңберінің ішінде 00 z  нүктесі ғана жатыр. Оның 

түрін анықтайық. Интеграл астындағы функция        

zi

ze

z

z
zf

z

 sin

9cos

)(

)(
)(  

2


 

  түрінде жазылған жəне  

,00cos)0( 0  e  ,9sin92)( 2 zez z       

020sin2)0( 0  e , яғни 00 z  нүктесі )(z  функцияның 

1-ші ретті нөлі; 
             0)0(    ,cossin)( zziziz       0)0(  .  

,sincoscos)( 2 zziziziz    0)0(   zi , 

яғни  

00 z  нүктесі )(z  функциясының 2-ші ретті нөлі. 

Олай болса, 00 z  нүктесі функцияның 112   ретті 

полюсі. Шегерімді ))((lim)( 0
00

zzzfzfшег
zzsz




 формуласы 

бойынша іздейміз: 
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     













 0

0

sin

9cos
lim

sin

9cos
lim)(

2

0

2

00 zi

ze
z

ziz

ze
zfшег

z

z

z

zsz 
  

     .  
2

cos

9sin92
lim

)sin(

)9cos(
lim

2

0

2

0  izi

ze

zi

ze z

z

z

z











 

Шегерім туралы негізгі теорема бойынша 

    .4
2

2)(2)(
5,0

0






z
sz i

izfшегidzzf


             Жауабы: 4. 

 
16-есеп. Интегралды есептеу керек: 

dz
iziz

i

iz
ch

eiz
z

 




















32
2

2
)24()22(

22
 6

1




 . 

Шешуі:  1) Бірінші бөлшектің ерекше нүктелерін келесі  

теңдеуден табамыз: 012 
z

e


,      12 
z

e


,      )1(
2

 Ln
z . 

Бұдан       ,11     )1arg(    болғандықтан, 

 );2(1ln
2

ki
z 

   );2(2 kiz     ),42( kiz  Zk     

аламыз.  Бұл нүктелердің 32  iz  контурының ішінде 

жататыны тек iz 20   нүктесі ( 1k  болса). Бұл нүктенің түрін 

анықтайық: 

1
)(

)(
)(

21

1
1




z

e
z

z
zf







,    0)2(1   i ,   

01)2(1   iei  ,     ,
2

)( 2
1

z

ez
       

 0
22

)2(    iei ,  олай болса, iz 20    нүктесі 

1-ші  
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ретті полюс. Бұл нүктедегі шегерімді 
)(

)(
)(

01

01

0 z

z
zfшег

sz 






 

формуласын қолданып табамыз: .2

2

)(1
0





 


zfшег

sz
  Сонымен, 

бірінші бөлшектің интегралы  iidz

eiz
z


 4)2(2

132 2







тең. 

2)  Екінші  
)24()22(

22
6

)(
22 iziz

i

iz
ch

zf





 бөлшектің ерекше 

нүктелерін 0)24()22( 2  iziz    теңдеуінен табамыз. Бұдан 

,221 iz   .242 iz   Екінші нүкте үшін 

33244)24(2  iii  орындалады, яғни  i24   

нүктесі 32  iz  контурының сыртында, ал iz 221   нүктесі бұл 

контурдың ішінде жататынын көру қиын емес.  Осы нүктенің түрін 
анықтайық. 

      
  222

22
24
22

cos 6

)24()22(
22

cos6
)(

iz
iz
i

z

iziz
i

z

zf












,  жəне 

мұнда   

iz
i

z

z
24
22

cos 6
)(






  функциясы үшін  

0   
42

6

2422

6
)22( 








iii

i , сонымен бірге ол – 2-2i 

нүктесінің маңайында аналитикалық функция. Сондықтан белгілі 
критерий бойынша 2-2i нүктесі  – 2-ші ретті полюс.   

2-2i нүктесіндегі шегерімді табу үшін  
)))(((lim)( 2

12
11




zzzfzfшег
zzzz

 формуласын пайдаланамыз:  
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



























2

222
2

22
)22(

)24()22(
22

cos6
lim)( iz

iziz
i

z

zfшег
iziz



  
























 )24(
22

cos6
lim

22 iz
i

z

iz



 











































6436

2418

)86)(86(

)86(3

86

3

16164

6

)42(

6

)2422(

cos6)2422(sin
22

6

)24(

1
22

cos6)24(
22

sin
22

6

lim

22

222

i

ii

i

ii

iii

ii
i

iz
i

z
iz

i

z

i
iz





 

.24,018,0 i  Сондықтан   

).36,048,0()24,018,0(2)( 2)( 2

32
22

2 iiizfшегidzzf
iz

iz







  
        Сонымен,    

  

dzzfdzzfdzzfzf
iz iz iz

)()()()((
32 32 32

2121
  

).36,448,0()36,048,0(4 iii    
                      Жауабы:  i 36,448,0  . 

 
 

17-есеп. Интегралды есептеу керек: .
6sin24

2

0
 



t

dt  
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Шешуі: 
itez   айнымал ауыстыруын жасайық. Онда 

 
















 






 

2

0 1

1

2

1
  ,

1

2

1
)sin,(cos

z zi

dz

z
z

iz
zRdtttR  . 

Сондықтан  

.
22622

6
1

2

1
24

6sin24

2

0 1 1
2  

  

















 






z z izz

dz

iz
z

z
i

dz

t

dt

  Енді 
)(

)(

22622

1
)(

2 z

z

izz
zf







  функциясының ерекше 

нүктелерін 022622 2  izz теңдеуінен табамыз:  

22

3

22

893

22

2222)3(3 2

2,1

iiiii
z








 . 

 

,1
2

1

22

2
1 




i
z  àë ,12

22

4
2 




i
z  демек, 1z  

контурының ішінде    i
i

z
2

2

22

2
1 


     нүктесі жатыр. Оның 

түрін анықтайық. 01)
2

2
(  i   ,0

2

2









 i  өйткені 

1z бөлшек бөлімінің түбірі. Сонымен бірге izz 624)(     

.026
2

2
24

2

2









 iiii   Олай болса,  iz

2

2
1   

1-ші ретті полюс. Бұл нүктедегі шегерім  

 
iz

z
zfшег

z 2

1

)(

)(
)(

1

1

1








 тең. Олай болса,  
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 
1

1 2

1
2)(2)(

z
z i

izfiresdzzf  .              Жауабы:   .  

 

18-есеп. Интегралды есептеу керек:     

                     


2

0
2)cos25( t

dt . 

Шешуі:  Алдыңғы есептің шешу əдісін пайдаланамыз: 
itez   

деп алайық. Онда  

 


















 




2

0 1
22

1

2

2
5

)cos25( z
iz

z
z

dz

t

dt     

             =












1
2

2

2

2
5

2

2z

zzi

zdz . 

        
2

2

2

2
5

2

2)(

)(
)(













zzi

z

z

z
zf


      функциясының 

ерекше нүктелерін  0
2

2
5

2

2 2  zz   теңдеуінен табамыз: 

2

35

2

255
2,1





z . Мұнда 1

2

35


  жəне 

1
2

35




 

 болғандықтан,   1z   контурының  ішінде   
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2

35
1


z   ерекше нүктесі ғана жатады. 

0
2

35
)( 1 


z , ал )(z  үшін  0)()(  ii zz   жəне 

0)( 1  z  болады. Шынында да,   

          .52
2

2
5

2

2
2)( 2 








 zzziz  









 

2

2
5

2

2
22)52(2)( 22 zziziz .  

Бұл функцияның 1z  нүктедегі мəні  

065
2

35
22)(

2

1 










 iiz . Олай болса, 1z  

нүктесі – )(zf  функциясының 2-ші ретті полюсі. 

)(z -ті көбейткіштерге жіктеп алайық: 

.
2

35

2

35

2

2
)()(

2

2
)(

22

2
2

2
1 







 








 
 zzizzzziz  

1z  нүктесіндегі шегерімді келесі формула арқылы табамыз: 

  .))((lim)( 2
1

1"





zzzfzfшег

zzя



































































2

2

35

2

2

35
2

2

35

2

2
2

35
lim)(

"

z

zzi

Z

z

zf
я
шег
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




 










2)2/)35((

2

2/)35(
lim

zi

z

z
 















4

2

4

2

2/)35(

)2/)35(2/)35((

)2/)35(2/)35((2)35()2/)35(2/)35((2

)2/)35((

)2/)35((2)2/)35((
lim

2

i

z

zzz

i z

.
18

30

18

152

36

32)35(62

iii






  Сонымен,  

.
9

30

18

30
2)(2)(

1
1

 
 i

izfшегidzzf
z

z
.      Жауабы:   

9

30 . 

19-есеп. Интегралды есептеу керек:      

                    .
)16()1( 222



  xx

dx   

Шешуі: 
)16()1(

1
)(

222 


zz
zf

 функциясының жоғарғы жарты 

жазықтықта жатқан ерекше нүктелерін табайық. Ол үшін 

0)1( 22 z  жəне 0162 z  теңдеулерін шешіп, жоғарғы жарты 

жазықтықта жатқан ерекше нүктелерді: ,1 iz   iz 42   аламыз. 

Енді )(zf  функциясының осы нүктелердегі шегірімдерін табамыз. 

1) .1 iz          )(zf  функциясын келесі түрде жазайық:  

)(

)(

)(

)16()(

)16()()(

1
)(

1

1
2

122

222 z

z

iz

ziz

ziziz
zf














, 

мұнда, 0)(1 i  жəне )(1 z  функциясы үшін i  екінші ретті 
нөл (түбір), сондықтан iz 1  нүктесі )(zf  функциясының 2-ші 

ретті полюсі. Одан əрі 
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        2)  .42 iz       )(zf  функциясын келесі түрде жазайық: 

)(

)(

)4(

)4()1(

)4)(4()1(

1
)(

2

2
12

2 z

z

iz

izz

izizz
zf














. 

Мұнда ,0)4(2 i  ал )(2 z  үшін i4  бірінші ретті нөл. Демек, 

iz 42   нүктесі – )(zf    функциясының 1-ші ретті полюсі. Одан əрі 





 )4()1(

1
lim)4)((lim)(

22444 izz
izzfzfшег

izizi
 

.
18008)116(

1
2

i

i





  

)(zf   функциясының нақты өсте жатқан ерекше нүктелері жоқ 

болғпндықтан жəне бөлшектің бөлімінің дəрежесі алымынан 6‐ға 

артық болғандықтан,        

                  
 









))()((2
)16(1 4222

zfшегzfшегi
xx

dx
ii

  

.
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3
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1

450

13

1800900
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




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




 



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i     Жауабы:  03.0 . 
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20-есеп. Интегралды есептеу керек:      

                 




dx

x

xx
22 )1(

2cos3cos . 

Шешуі:
22

23

)1(
)(





z

ee
zf

iziz

 функциясының 0Im z  жарты 

жазықтықтағы ерекше нүктелерін жəне осы нүктелердегі 

шегерімдерін табамыз. 0)1( 22 z  теңдеуінен iz 2,1  аламыз, 

жоғары жарты жазықтықта iz 1  ерекше нүкте жатыр.  )(zf  

функциясын келесі түрде жазамыз 
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iz
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ee
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














, 

мұнда 0)(  i жəне iz 1  нүктесі – )(z  функциясының  2-

ші ретті нөлі, яғни iz 1  нүктесі – )(zf  функциясының 2-ші ретті 

полюсі. Одан əрі 







 3

2323

)(

22))(23(
lim

z

eeizieie iziziziz

iz
 













i

eeee

i

eeiieie

8

2246

8

222)23( 23232323

 

.
4

34 23

i

ee  
  



























4

23223

2

23
2

)(

)(2)())(23(
lim

)(
lim)))(((lim)(

iz

izeeizieie

iz

ee
izzfzfшег

izixiziz

iz

iziz

izizi



178 
 

22 )1(

1
)(




z
zR   функциясы нақты өсте үзіліссіз жəне 

бөлшектің бөлімінің дəрежесі алымының дəрежесінен  4-ке артық 
болғандықтан, 

 













i

ee
izfresiRdx

x

xx
i 4

34
2Re))(2(

)1(

2cos3cos 33

022
  

       ).34(
2

23   ee
                  Жауабы:  )34(

2
23  


ee . 

21-есеп. )(tf  түпнұсқаның берілген сызбасы арқылы оның 

кескінін табу керек:  

Шешуі: Берілген функция мен оның туындылары 

,1 a  ,22 a  ,33 a  a44   нүктелерінде үзілісті. Бұл  

нүктелердегі функцияның секірмелері: ;2021    

,2202   3033   3304   тең. 

Туындының секірмелері:   ,0k  ,4,3,2,1k  тең, өйткені 

4321 ,,,  -ден басқа нүктелерде 0)(  tf .      Олай болса,  

)(tf -ның кескіні 

1

2

3

а 2 а 3 а 4 а t

f ( t)



179 
 

.
3322

)( 432
2

4

1 p
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epF papapapakk
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kp 



 







  

                        Жауабы:   
p

eeee papapapa 432 3322   . 

 

22-есеп. Берілген 
)106)(1(

23
)(

2 



ppp

p
pF   бейнесі 

бойынша оның түпнұсқасын табу керек. 
Шешуі: Берілген функцияны қарапайым бөлшектердің 

қосындысына келтіреміз: 

1061)106)(1(

23
22 










pp

CBp

p

A

ppp

p .  

)1)(()106(23 2  pCBpppAp   

);1061(11  Ap  ,51 A  2,0A . 

А-ның мəнін орнына қойып, x-тің бірдей дəрежелерінің 

коэффициенттерін теңестіреміз: 

 ,22,12,023 22 CpBpBpppp     

.2,13

22

CB

C


  

Бұдан  ,4C  2,0B .    

Сондықтан  
106

42,0

1

2,0
)(

2 






pp

p

p
pF . 

Екінші бөлшектің бөліміндегі өрнектен толық квадрат 

бөлеміз: 1)3(196106 222  ppppp , содан соң 

)( pF  функциясын келесі түрде жазамыз: 
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6,3

1)3(

3
2,0

1

2,0

1)3(

46,0)3(2,0
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2,0
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222 

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




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
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Енді  ,
1

ap
eat


     ;

)(
cos

22 



ap

ap
te

at       

22)(
sin





ap

teat  сəйкестіктерін пайдалана отырып, 

teteepF ttt sin6,3cos2,02,0)( 33    аламыз.       

                                      

Жауабы: .sin6,3cos2,02,0 33 tetee ttt   

  

23-есеп.  
2

2
4

)21(
44

t

e
yyy

t





  дифференциалдық теңдеуінің 

,0)0( y  0)0( y  бастапқы шарттарын қанағаттандыратын 

шешімдерін табу керек. 

Шешуі: 144 111  yyy  түріндегі көмекші теңдеудің 

шешімін табамыз.  1y -дің кескінін )( pY  арқылы белгілейміз, онда 

),(1 ppYy     ).(2
1 pYpy         Операторлық теңдеуге  өтеміз жəне 

оны шешеміз: ;
1

)(4)(4)(2

p
pYppYpYp    

;
1

)44)(( 2

p
pppY      

2)2(

1
)(




pp
pY . Түпнұсқаны табу 

үшін,  алынған бөлшекті қарапайым бөлшектердің қосындысына  

келтіреміз:     .)2()2(1 2 CppBppA      

0p  болса, ,41 A  яғни 25,0A .  
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p =2 болса,  ,21 C  яғни 5,0C .  

Енді 
2p  дəрежесінің коэффициенттерін теңестіреміз: 

pBpBppp 5,02125,01 22  . 

25,025,002  BBp . 

Сонымен,    
2)2(

5,0

2

25,025,0
)(







ppp
pY . 

     Одан əрі 
ap

eat




1 , 
2)(

1

ap
teat


  сəйкестіктерін жəне 

сызықтық қасиетті пайдаланып,  )( pY  кескіннің түпнұсқасын 

табамыз: tt teety 22
1 5,025,025,0)(   . Бастапқы теңдеудің )(ty  

шешімін табу үшін Дюамель формуласын пайдаланамыз: 

 
t

dftyty
0

1 )()()(  .   

,5,05,0 2222
1

tttt teteeey    ,)()( 22
1

  tetty  
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                                    Жауабы:  





 
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4

)12ln(

2
)( 2 tt

ety t . 

 

24-есеп. Амалдық əдіспен Коши есебін шешу керек:   

,
2

cos223
t

eyyy t      0)0(,1)0(  yy .  

Шешуі:  
22)(

    cos








p

p
te t   сəйкестігін  

Пайдалансақ, 

4
1)1(

1
2      

2
cos2

2 




p

pt
et  аламыз. 

)(ty -ның кескінін )( pY  арқылы белгілейміз. Онда 

,1)0()0()()(  pYyppYty  
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ppYpypypYpty  )()0()0()()( 22 . 

Операторлық теңдеуге өтеміз жəне оны шешеміз: 

,
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2)(23)(3)(
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Алынған əрбір бөлшекті қарапайым бөлшектердің 

қосындысына келтіреміз: 
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1
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1
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  pCpBAp  

 2p   áîëñà,  .6,1         
4

5
2  CC  

22,36,1222 22  ppBBpApAp    
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 Сонымен,       
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2p  болса,   E1 . 

1p   болса,   2        2  DD . 

Демек, 
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Енді  ,cos
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      ,sin
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at 
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  
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


1    сəйкестіктерін жəне сызықтық қасиетті 

пайдаланып,  түпнұсқаны табамыз: 

tttt eetetety 26,0
2

1
sin2,3

2

1
cos6,1)( 2  . 

                  Жауабы: tttt eetete 26,0
2

1
sin2,3

2

1
cos6,1 2  . 

 

25-есеп. Массасы m  материалдық нүктеге ν жылдамдығына 

пропорционал kvR   кедергі күш əсер етеді. Егер нүктенің 
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бастапқы жылдамдығы 0v  болса, ол шектеусіз уақыт ішінде қанша 

қашықтыққа орын ауыстырады ( .10mk  ,  

10 v м/сек.) ? 

Шешуі: t  уақыт кезеңіндегі нүктенің координатын )(ty  

арқылы белгілейміз. )0(y  деп 0, ал  1)0( 0  vy  деп аламыз.  

Нүктенің қозғалу заңын Нъютонның 2-ші заңынан ymR   

табамыз: 

                     ;ymkv    ymym 10 . 

Нəтижесінде Коши есебіне келеміз: 

,010  yy   ,0)0( y   .1)0( y  

)(ty  -нің кескінін  )( pY  арқылы белгілейік. Онда                 

                            );()0()( ppYyppYy     

.1)()0()0()( 22  pYpypypYpy  

Бұдан келесі теңдеуді аламыз: 

.
10

1
)(

;1)10)((      ;0)(101)(

2

22

pp
pY

pppYppYpYp





 

Бөлшекті қарапайым бөлшектердің қосындысына келтіреміз: 

;
10)10(

1




 p

B

p

A

pp
            ;)10(1 BppA   

1,0         101         0  AAp , 

1,010110  BBp . 
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  Сондықтан 
10

1,01,0
)(




pp
pY . 

Енді ate
ap



1

  сəйкестігін жəне сызықтық қасиетті 

пайдаланып, tety 101,01,0)(   аламыз. 

Шектеусіз уақыт ішіндегі нүктенің орын ауыстыру қашықтығы 

келесі шек арқылы табылады: 

 1,0)1,01,0(lim)(lim 10  



t

tt
ety .             Жауабы:01м. 

26-есеп. Келесі дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешу 

керек:  







;3

,2

xy

yxx




   ,0)0( x   .1)0( y  

Шешуі: )(tx -нің кескінін )( pX  арқылы, ал )(ty -нің кескінін 

)( pY   арқылы белгілесек, онда 

).()0()()( ppXxppXtx   

1)()0()()(  ppYyppYty . 

Нəтижесінде,  







XpY

XpX

31

42  ;               






13

0)2(

pYX

YXp  

жүйесін аламыз. Оны Крамер ережесі бойынша шешеміз: 

;323)2(
3

1)2( 2 



 pppp

p

p  

;1
1

10
1 




p
        ;2

13

0)2(
2 




 p
p  

;
32

1
2

1








pp

X     
32

2
2

2









pp

p
Y . 
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Бұл бөлшектердің əрқайсысын қарапайым бөлшектердің 
қосындысына келтіреміз: 

à) 
31)3)(1(

1

32

1
2 











p

B

p

A

pppp
X ; 

).1()3(1  pBpA  

.25,0411  AAp  

.25,0413  BBp  

Сондықтан 
3

25,0

1

25,0
)(







pp
pX .  Бұл кескіннің түпнұсқасы 

tt eetxpX 325,025,0)()(  . 

á)  ;
31)3)(1(

2

32

2
2 














p

B

p

A

pp

p

pp

p
Y  

).1()3(2  pBpAp  

.75,0431  AAp  

.25,0413  BBp  

Сондықтан .
3

25,0

1

75,0
)(







pp
pY  Бұл кескіннің түпнұсқасы 

tt eetypY 325,075,0)()(   

                       

               Жауабы: 












tt

tt

eety

eetx
3

3

25,075,0)(

25,025,0)( . 
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ТИПТІК ЕСЕПТЕР 

 

1-есеп. Түбірдің барлық мəндерін табу керек. 

1.1. 4 1 .         1.2.  4

2

31 i
. 

1.3. 3 1 .                                  1.4.  3 i . 

1.5. 4 1 .         1.6. 4

2

31 i
. 

1.7. 3 1 .         1.8. 3 i .  

1.9. 4 16 .                             1.10. 4

32

31 i
.  

1.11. 3 8 .          1.12   3 8i . 

1.13. 4 16 .          1.14. 4

32

31 i
  

1.15.  3 8                                1.16. 3 8i .           

1.17. 4 16/1 .                        1.18. 4 388 i . 

1.19. 3 8/1 .         1.20. 3 8/i . 

1.21. 4 16/1 .                          1.22. 4 388 i .   

1.23. 3 8/1 .         1.24. 3 8/1 . 

1.25. 4 3128128 i . 1.26. 3 27 .  
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1.27. 4 256/1 .                       1.28. 4 3128128 i .  

1.29. 3 27/i .         1.30. 4 256 . 

1.31. 3 27i . 

 

          2-есеп. Алгебралық түрде жазу керек. 

2.1. sin(/4+2i).                         2.2. cos(/6+2i). 

2.3. Ln 6.                                    2.4. sh(2+i/4).  

2.5. ch(2+i/2).                            2.6. ln(1+i). 

2.7. sin(/3+i).              2.8. cos(/4+i).  

2.9. ln( 3 +i).                               2.10. sh(1+i/2).  

2.11. ch(1-i).               2.12. ln(1+ 3 i). 

2.13. ln(-1+i).               2.14. cos(/4-2i).  

2.15. sin(/2-5i).                           2.16. sh(3+i/4).  

2.17. ch(1+i/3).               2.18. ln(-1-i). 

2.19. sin(/6-3i).               2.20. cos(/3-3i). 

2.21. ln(1-i).                                  2.22. sh(1-i/3).  

2.23. ch(2-i/6).                2.24. 12i. 

2.25. sin(/3-2i).                2.26. cos(/6-i). 

2.27. i3i.                                         2.28. sh(2-i). 

2.29. (-i)5i.                2.30. (-1)4i. 

2.31. ch(3+i/4). 
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             3-есеп. Алгебралық түрде жазу керек. 

3.1. (-1+i 3 )-3i.                  3.2. arcsin 4.  

3.3. arch(-2).                                    3.4. arctg 






 
3

332 i
. 

3.5. arcth 





 

5

43 i
.                 3.6. arcctg 






 

5

34 i
. 

3.7. arth 






 
3

323 i
.               3.8. cos 






  i

2


.  

3.9. sh 





  i

2
1


.                           3.10. (-1-i)4i. 

3.11. sin(/4+i).              3.12. arch(3i). 

3.13. arctg 





 

5

43 i
.              3.14. arch 







 
7

338 i
.  

3.15. arcth 






 
7

833 i
.                3.16. arth 






 

5

34 i
.  

3.17. arctg 






 
7

332 i
.             3.18. arcth 









 
7

323 i
. 

3.19. arcccos(-5).             3.20. arsh(-4i).  

3.21. (- 3 +i)-6i.            3.22. ,sin
z

i
  мұндағы  z=

16

28
2 



i

.  

3.23. ,
1

ze  мұндағы  z=
4

24
2 



i .    3.24. arcctg .

7

332







  i
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3.25. arth 






 
7

323 i
.              3.26. arcth 






 

5

34 i
.  

3.27.  =ch iz, мұндағы z=/4+2i.      3.28. arctg 






 
7

833 i
.  

 3.29. arccos(-3i).              3.30. (4-3i)i. 

 3.31. (-12+5i)-i. 

 

         4-есеп. Теңсіздікпен берілген аймақты сызу керек   

4.1. |z-1|1, |z+1|>2. 4.2. |z+i|1, |z|<2. 

4.3. |z-i|2, Re z>1. 4.4. |z+1|1, |z+i|<1. 

4.5. |z+1|<1, |z-i|1. 4.6. |z+i|2, |z-i|>2. 

4.7. |z-1-i|1, Im z>1, Re z1.     

                                                       4.8. |z-1+i|1, Re z<1, Im z-1. 

4.9. |z-2-i|2, Re z3, Im z<1.      

                                                     4.10. |z-1-i|1, 0Rez<2, 0<Imz2. 

4.11 ,2 iz   .1Re0  z   

                                                    4.12 ,1 iz   .4/arg0  z  

4.13 ,2 iz   .2Im0  z  

                                               4.14 ,1 iz   .0arg4/  z  

4.15 ,11  iz   .4/arg z  

                                 4.16 ,2z   .4/)1arg(4/   z  
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4.17 ,1z   .4/)arg(  iz  

                                   4.18 ,21  iz   ,0Im z .1Re z  

4.19 ,21  iz   ,0Re z .1Im z  

                                        4.20 ,2z   ,1Re z 4/arg z  

4.21 1z   ,1Im1  z .2Re0  z  

                            4.22 ,11 z   ,0Im1  z .3Re0  z  

4.23 ,1 iz   .4/arg4/3   z  

                              4.24 ,1 iz   .4/)arg(2/   iz  

4.25 ,2zz   ,1Re z .1Im z  

                                          4.26 ,2zz   ,1Re z .1Im z  

4.27 ,21  zz   ,0Re z .1Im0  z  

                        4.28 ,11 z   ,4/arg z .4/)1arg( z  

4.29 ,1 iz   ,4/arg z .4/)1arg(  iz  

                            4.30 ,12  iz   ,3Re1  z .3Im0  z  

4.31 ,1Re z   .2Im z  

 

          5-есеп. Қисықтың трін анықтау керек 

5.1 .2sec3 tgtitz                    5.2 .3sec2 tgtitz   

5.3 .3sec tgtitz                    5.4 .sec34 titgtz   

5.5 .sec43 titgtz                     5.6 .sec24 titgtz   
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5.7 .3cos3 ctgtiectz                5.8 .2cos4 ctgtiectz   

5.9 .cos2 ectictgtz                 5.10 .cos3 ectictgtz   

5.11 .2223 tshitchz                 5.12 .3332 tshitchz   

5.13 .4445 tchitshz                 5.14 .5554 tchitshz   

5.15 .24
2

2
tthi

tch
z 

                
5.16 .42

4

4
tthi

tch
z   

5.17 .
5

5
5

tch

i
tthz 

                    
5.18 .

1
ictht

sht
z   

5.19 .
2

1
2

it
it

e
ez 

                     
5.20 .

2

1
3

it
it

e
ez   

5.21 .
1

2
it

it

e
ez 

                     
5.22 .

1
2

2
2

it
it

e
ez   

5.23 .
2

2

1

1

t

t
i

t

t
z









                  

5.24 .
)1(

1





tt

itt
z  

5.25 ).42(
11

1
i

t

t
i

t

i
z 








        

5.26 .
1

1

2

2

t

t
i

t

t
z








  

5.27 ).44(204 22  ttittz  

                                      5.28 ).12(52 22  ttittz  

5.29 ).4(122 22  ttittz  

                                                 5.30 ).54(2 2  ttitz  

5.31 ).12(32 22  ttittz  

 

         6-есеп. Берілген нақты  u(x, y)  немесе  жорамал  v(x, y) 

бөлігі жəне f(z0) мəні бойынша 0z  нүктесінің маңайында 
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аналитикалық  f(z) функциясын тұрғызу керек. 

6.1 .0)0(,22  fxyxu   6.2 .1)0(,13 23  fxyxu  

6.3 .0)0(),sincos(  fyxyyev x   

                                                   6.4 .0)0(,222  fyyxu  

6.5 .2)0(,cos
12




 fy
e

e
u

x

x

    
6.6 .1)1(  ,

22
if

yx

x
u 


  

6.7 .1)0(,sin   fyxev y

      6.8 .1)0(,cos ifyev x   

6.9 .1)0(,
)1( 22




 f
yx

y
v   

                                                 6.10 .2)1(,
22




 f
yx

y
yv

 
 

6.11 .1)0(,cos   fxeu y       6.12 .0)0(,2  fxyyu  

6.13 .)0(,1222 ifxyxv      

6.14 .1)0(,1222  fxyxu  

6.15 .0)0(,3 32  fyyyxv        

6.16 .0)0(,2  fyxyv  

6.17 .1)0(,3 32  fyyxv             

                                     6.18 .0)0(),sincos(  fyyyxeu x  

6.19 .0)0(,22  fxxyv     

6.20 .1)0(,sin1 ifeyu x   
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6.21 .2)0(,sin
12




 fy
e

e
v

x

x

  

6.22 .1)1(,1
22

if
yx

y
v 


  

6.23 .1)0(,cos   fxxeu y     6.24 .1)0(,sin   fxev y  

6.25 .1)0(,
)1(

1
22





 f

yx

x
u   

                                            6.26 .2)1(,)/( 22  fxyxxu  

6.27 .0)0(,22  fxyxv     6.28 .)0(,22 ifyxyu   

6.29 .1)0(,22  fyxyv   

                                                6.30 .0)0(,3 23  fxxyxu  

6.31 .0)0(,2  fxxyv  

 

       7-есеп. Комплек айнымалды функцияны берілген  

                   қисық бойынша интегралдау керек. 

7.1  
AB

BA izzxyABdzz }.1,0;{:    ; 22       

7.2  
L

z zzLdzez }.0Re;1{:   ;)1(  

7.3 
AB

dzz ;Im 3  ,22,0 izz BA   AB кесінді. 

7.4  
AB

BA izzdzzz ,1,1   ;)17( 2   AB кесінді.  
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7.5  
ABC

CBA izizzdzz ,1,1,0  ; ABC сынық сызық. 

7.6  
AB

BA izzdzzz ,,1  ;)1412( 35 AB кесінді. 

7.7  
AB

BA izzdzz ,1,0  ;2

 

AB кесінді. 

7.8  
ABC

CBA
z zzizdzez ,0,1,  ;

43 ABC сынық сызық. 

7.9  
ABC

CB zzzzABdz
z

z
,2,1  },0Im,1{:;Re
 

                                                               

BC кесінді. 

7.10  
ABC

CBA izzzdzzz ,,1,0  ;)cos( 2

 

                                                         ABC сынық сызық. 

7.11  
L

zzLdz
z

z
}0Re,21{  :  ; аймағының шекарасы. 

7.12  
ABC

CBA izzzdzizchz ,,1,0  ;)cos( ABC сынық 

сызық. 

7.13  
L

zzLdzzz }.0Re,4{:;  



197 
 

7.14  
L

zzLdzzchz }.0Im,1{:;)(  

7.15  
L

zRzLdzzz }.0Im,{:;Re 2  

7.16  
AB

BA izzxyABdzzz }.1,0;{:;)23( 22  

7.17  
L

zRzLdzzz }.0Im,{:;Re 2  

7.18  
ABC

CBA izizzdzz ,,1,0  ;)1( 2 ABC сынық 

сызық. 

7.19  
AB

BA
z zizzdze ,0,1  ;Im

2

AB кесінді. 

7.20  
L

zzLdzziz }.0Re,1{:;)(sin  

7.21  
AB

BA izzdzzz ,21,0  ;Re 2 AB кесінді. 

7.22  
AB

BA izzxyABdzz }.1,0;{:;)12( 3  

7.23  
ABC

CB zzzzzABdzzz ,0,1  },0Im,0Re,1{:  ;
  

                                                                      

BC кесінді. 
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7.24  
L

zzLdzziz }.0Im,1{:;)3(cos 2  

7.25  
L

zzLdzz }.4/5arg4/3,2{:;   

7.26  
ABC

CBA izizzdzz ,,1,0  ;)1( 9

 

                                                             

ABC сынық сызық. 

7.27 
Rz

dzz
i

.
2

1
 

7.28  
ABC

CBA izzzdzzz ,2,1,0  ;)(sin 5

 

                                                           ABC сынық сызық. 

7.29  
AB

BA izzdzzz ,1,0   ;Im 2

 

AB кесінді. 

7.30  
L

zzLdzzz }.0Re,1{:;)sin( 3

  

7.31  
L

zzLdzzz }.0Im,1{:;  

          8-есеп. Берілген функцияның z дəрежесі бойынша  

                       барлық Лоран қатарларын табу керек. 

8.1 .
2

2
23 zzz

z




                                  8.2 .

2

4
234 zzz

z



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 8.3 .
932

183
23 zzz

z




                               
8.4 .

82

162
234 zzz

z




       

 8.5 .
2552

505
23 zzz

z




                              
8.6 .

183

363
234 zzz

z




 

8.7 .
4972

987
23 zzz

z




                             8.8 .
324

644
234 zzz

z




   

8.9 .
8192

1629
23 zzz

z




                             
8.10 .

505

1005
234 zzz

z




    

8.11 .
121112

24211
23 zzz

z




                         8.12 .
726

1446
234 zzz

z




 

8.13 .
169122

33813
23 zzz

z




                       8.14 .
987

1967
234 zzz

z




   

8.15 .
225152

45015
23 zzz

z




                      
8.16 .

1288

2568
234 zzz

z




     

  8.17 .
2

2
32 zzz

z




                              8.18 .
2

4
432 zzz

z




 

8.19 .
239

183
32 zzz

z




                            8.20 .
28

162
432 zzz

z




        

  8.21 .
2525

505
32 zzz

z




                       
8.22 .

318

363
432 zzz

z




    

  8.23 .
2749

987
32 zzz

z




                       8.24 .
432

644
432 zzz

z




 

8.25 .
2981

1629
32 zzz

z




                         8.26 .
550

1005
432 zzz

z




       

  8.27 .
211121

24211
32 zzz

z




                   
8.28 .

672

1446
432 zzz

z




   



200 
 

 8.29 .
213169

33813
32 zzz

z




                   8.30 .
798

1967
432 zzz

z




 

8.31 .
215225

45015
32 zzz

z




 

 

           9-есеп. Берілген функцияның z-z0  дəрежесі бойынша 

                         барлық Лоран қатарларын табу керек. 

9.1 .21,
)1(

1
0 iz

zz

z





                          9.2 .32,
)1(

1
0 iz

zz

z





 

9.3 .23,
)1(

1
0 iz

zz

z





                       9.4 .2,
)1(

1
0 iz

zz

z





 

9.5 .31,
)1(

1
0 iz

zz

z





                          9.6 .2,
)1(

1
0 iz

zz

z





 

9.7 .21,
)1(

1
0 iz

zz

z





                     9.8 .32,
)1(

1
0 iz

zz

z





 

9.9 .2,
1

3
02

iz
z

z





                            9.10 .3,
1

3
02

iz
z

z





 

9.11 .32,
1

3
02

iz
z

z





                       9.12 .22,
1

3
02

iz
z

z





 

9.13 .2,
1 02

iz
z

z



                           9.14 .21,

1 02
iz

z

z



 

9.15 .3,
1 02

iz
z

z



                         9.16 .23,

1 02
iz

z

z



 

9.17 .22,
)3)(1(

2
4 0 iz

zz

z





   
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9.18 .31,
)3)(1(

2
4 0 iz

zz

z





  

9.19.
)3)(1(

)2(4



zz

z
 , z 0 =-3-i.          9.20.

)3)(1(

)2(4



zz

z
, z 0 =-2+1. 

9.21. 
)3)(1(

)2(4



zz

z
 , z 0 =-1-2i.        9.22. 

)3)(1(

)2(4



zz

z
 , z 0 =3+i. 

9.23. 
)3)(1(

)2(4



zz

z
 , z 0 =2-2i.        9.24. 

)3)(1(

)2(4



zz

z
 , z 0 =-2-i. 

9.25. 
4

2
2 z

z
, z 0 =-1-3i.                    9.26. 

4

2
2 z

z
, z 0 =-3+2i. 

9.27. 
4

2
2 z

z
, z 0 =2+3i.                              9.28. 

4

2
2 z

z
, z 0 =3+2i. 

9.29. 
4

2
2 z

z
, z 0 =-1+3i.                             9.30. 

4

2
2 z

z
, z 0 =2+2i. 

9.31.
  4

2
2 z

z
, z 0 =3-2i. 

 

         10-есеп.   Берілген функцияның z0  дəрежесі бойынша 

                          барлық Лоран қатарларын табу керек. 

10.1. 
2

1
cos

z
z , z 0 =2.                     10.2. 

1
sin

z

z
, z 0 =1. 

10.3. )5/( zzze , z 0 =5.                      10.4. 
2

22
sin




z

z
 , z 0 =-2. 

10.5. 
iz

z


3

cos , z 0 =i.                           10.6.
iz

z

2

5
sin


 , z 0 =2i. 
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10.7.
iz

iz




3

3
sin  , z 0 =-i/3.                    10.8.

1

3
cos

z

z
z  , z 0 =1. 

10.9.
1

sin
z

z
z  , z 0 =1.       10.10. 

z

z
z

)3(
cos)3(





, z 0 =0. 

10.11.
z

z
z

1
sin2   , z 0 =0.         10.12. 

iz

z
z

2
cos


, z 0 =-2i. 

10.13.
2

2

)2(

4
cos




z

zz
 , z 0 =2.                10.14. 

iz

iz




sin , z 0 =i. 

10.15.
3

sin
z

z
 , z 0 =3.                        10.16. 2

1

zze  , z 0 =2. 

10.17. 3z

z

e , z 0 =3.                          10.18.
4

2
sin

z

z
 , z 0 =4. 

10.19.
2

2

)2(

4
sin




z

zz
, z 0 =2.                  10.20.

2

2

)1(

24





z

zz

e  , z 0 =1. 

10.21. 
2)( azze 



, z 0 =a.                        10.22. 

z

z

ze , .0 z  

10.23.
z

z
z

2
sin

  , z 0 =0.          10.24. 
1

3
cos




z

z
z  , z 0 =1. 

10.25.
z

z
z

3
sin2 

 , z 0 =0.          10.26.
2

2

)1(

2
sin




z

zz
z  , z 0 =1. 

10.27.
3

cos
z

z
z  , z 0 =3.            10.28. 

2

1
sin




z

z
z  , z 0 =2. 

10.29. 
5

cos
z

z
z , z 0 =5.               10.30.

4z

z

ze  , z 0 =4. 
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10.31. 
az

z
z




sin , z 0 =a. 

 

              11-есеп. Берілген функцияның z = 0 ерекше  

                            нүктесінің түрін анықтау керек. 

11.1.
6/sin

1
3

9

zzz

e z




.                 11.2.
2/73 zez .   

11.3.
2/1cos

68sin
2zz

zz




.                11.4.
6/

17cos
3zzshz

z




.                

 11.5.
2/1

66
2zchz

zzsh




.                        11.6.
ze

zch
z 


1

15
.  

11.7.
2

6
sin

z
z .                                  11.8.

6/sin

1
3zzz

e z




.  

11.9.
2/1cos

sin
2

22

zz

zz




.                    11.10. 
6/

1cos
3

2

zzshz

z




.             

11.11.
2/1

1
2

5

zchz

e z




.                     11.12.
ze

zz
z 


1

44sin
. 

11.13.
2

4 5
cos

z
z .                            11.14.

6/sin

13cos
3zzz

z




.  

11.15.
2/1cos

22
2zz

zzsh




.                  11.16.
6/

12
3zzshz

zch




.               

11.17.
2/1 2

3

zchz

e z


.                     11.18.

3/4 zze  . 

11.19.
ze

zz
z 


1

sin 33

.                         11.20.
6/sin

1cos
3

3

zzz

z




.  
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11.21. 
2/1cos

1
2

7

zz

e z




.               11.22.
6/

66sin
3zzshz

zz




.                 

11.23.
3

3
sin

z
z .                             11.24.

2/1

15cos
2zchz

z




. 

11.25. 
ze

zzsh
z 


1

44
.                        11.26.

6/sin

13
3zzz

zch




.  

11.27.
2/1cos

1
2

4

zz

e z




.              11.28.
6/

sin
3

44

zzshz

zz




.               

   11.29.
3

2
cos

z
z .                           11.30.

2/1

2/cos
2

4

zchz

z


. 

11.31.  ).1/()1(
5

zee zz   

 

      12-есеп.  Берілген функцияның ерекше нүктелерін тауып,  

                     олардың түрлерін анықтау керек. 

12.1. )./1sin(/2/1 ze                                12.2. zcos/1 .         

12.3. ztg 2 .                                               12.4. zztgze /1 .                             

 12.5.
23 )1(

1




zz

e z

.                                    12.6. 
)4()(

1
22

2



ziz

z
. 

12.7.
zz

zz

2sin
2

sin)(


.                               12.8.
z

tg
1

.     

12.9. 
z

ctg
1

.                                              12.10.
1

1

ze
.                       
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12.11. zctg .                              12.12.
3)1(

sin

z

z
. 

12.13. 
2sin

1

z
.                            12.14.

)(sin

sin33sin

zzz

zz




.   

12.15.
ze

1

1

1
2




.                        12.16. 
z

e z

sin

1
.                 

12.17. thz .                                    12.18.
)cos1(

sin
3 zz

z


. 

12.19. 
3

/1

)1)(1( ze

e
z

z


.                12.20.

22

1
sin

1

zz
 .       

 12.21.

2

1
cos)4( 22

2




z
z

z
.                      12.22.

z
z

1
sin2 .                    

12.23.
1

2
cos

4 z

z


                            
12.24.

23 )1(

sin

z

z
. 

12.25.
)cos1(

sin3

zz

z


.                    12.26.

zz
ctg

11
 .       

12.27. ze
zz

z /1
3

2

)1(

3sin


.                  12.28.

)1)(14(

cos
22  zz

z
.      

12.29.
)cos1(

3sin

zz

z


.                    12.30.

)1(

2sin2
22 


zz

zz
. 

12.31. ze
z

z /1
4 1

sin




. 
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            13-есеп.  Интегралды есептеу керек. 

13.1. 
 2/1

2 )1(z zz

dz
.                      13.2. 

 4/51
2 )1(

2

iz zz

dz
. 

13.3. 
 2/3

2 )4(iz zz

dz
.                 13.4. 

 


1 )2(

sin2

z

dz
izz

z
. 

13.5. 
 2/13 sinz

z

z

dze
.                    13.6. 





22/3 sin

)2(sin

z

dz
z

zz
. 

13.7. 
 31 sinz

z

z

dzze
.                     13.8. 





22/3 sin

12

z z

dzzz
. 

13.9. 




3/14/1

2

2sin

)1(

z z

dzzz


.         13.10. 





12/1 sin

)(

z z

dziziz


. 

13.11. 
 



13
2 )(

)23(sin

z zz

dzz


.           13.12. 

 


12/1 )1(

)1(

z

z

zz

dze
. 

13.13. 




1 3sin

)2(

z

zi

zi

dze
.                  13.14. 

 


32
22

2 )1(cos

z z

dzz


. 

13.15. 




2/31 sin

)2ln(

z z

dzz
.             13.16. 

 


16
22

3

4

)2(sin

z z

dzz


. 

13.17. 
 



2/11
24

)2(

z zz

dztgz


.             13.18. 

 


12/3
2

2

2

)3(cos

z zz

dzz


. 

13.19. 
 



21
2

2

2

)3(sin

z zz

dzz


.           13.20. 

 



4/1 )
4

sin(

)ln(

z zz

dzez


. 
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13.21. 
 



2/

2

)(sin

)3(

 z zz

dzzz
.          13.22. 

 


1

3

)(2sin

)(

z zz
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           17-есеп.  Интегралды есептеу керек. 
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  17.10.  

2

0

.
sin74 t

dt
 

17.11.   

2

0 sin53 t

dt
.            17.12  .

sin53

2

0
 



t

dt
                                          

17.13.   

2

0 sin324 t

dt
.          17.14.  

2

0 sin53 t

dt
 

17.15.   

2

0 sin246 t

dt
.         17.16.  

2

0 sin53 t

dt
 

17.17.   

2

0 2sin3 t

dt
.                      17.18.  

2

0 sin53 t

dt
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17.19.   

2

0 5sin62 t

dt
.                    17.20.  

2

0 sin53 t

dt
 

17.21.   

2

0 7sin34 t

dt
.                    17.22.  

2

0 sin53 t

dt
 

17.23.   

2

0 5sin3 t

dt
.                       17.24.  

2

0

.
8sin73 t

dt
 

17.25.   

2

0 9sin54 t

dt
.                   17.26.  

2

0 sin53 t

dt
 

17.27.   

2

0 3sin5 t

dt
.                     17.28.  

2

0 sin53 t

dt
 

17.29.   

2

0 4sin32 t

dt
.                   17.30.  

2

0 sin53 t

dt
 

17.31.   

2

0 6sin24 t

dt
. 

 

18-есеп.  Интегралды есептеу керек. 

 

18.1.  




2

0
2)cos11/101( t

dt
.       18.2.  





2

0
2)cos5( t

dt
. 

18.3. 




2

0
2)cos7/61( t

dt
.             18.4.  





2

0
2)cos1132( t

dt
. 
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18.5.  




2

0
2)cos3223( t

dt
.       18.6.  





2

0
2)cos4( t

dt
. 

18.7.  




2

0
2)cos34( t

dt
.                  18.8.  





2

0
2)cos35( t

dt
. 

18.9.  




2

0
2)cos27( t

dt

              

18.10.  




2

0
2)cos74( t

dt
. 

18.11.  




2

0
2)cos53( t

dt
.

            

18.12.  




2

0
2)cos223( t

dt
. 

18.13.  




2

0
2)cos722( t

dt
.        18.14.  





2

0
2)cos6( t

dt
. 

 18.15.  




2

0
2)cos56( t

dt
.           18.16.  





2

0
2)cos57( t

dt
. 

18.17.  




2

0
2)cos2( t

dt
.              18.18.  





2

0
2)cos25( t

dt
. 

18.19.  




2

0
2)cos3( t

dt
.                    18.20.  





2

0
2)cos27( t

dt
. 

18.21.  




2

0
2)cos3( t

dt
.                18.22.  





2

0
2)cos32( t

dt
. 

18.23.  




2

0
2)cos3213( t

dt
.        18.24.  





2

0
2)cos2( t

dt
. 

18.25.  




2

0
2)cos23( t

dt
.                  18.26.  





2

0
2)cos2( t

dt
. 
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18.27.  




2

0
2)cos310( t

dt
.             18.28.  





2

0
2)cos23( t

dt
. 

18.29.  




2

0
2)cos37( t

dt
.             18.30.  





2

0
2)cos7( t

dt
. 

18.31. 




2

0
2)cos25( t

dt
. 

 

                 19-есеп.  Интегралды есептеу керек. 

19.1.  dx
xx

xx



 


910

2
24

2

.                 19.2  dx
x

x



 


22 )4(

1
. 

19.3.  


  24 )1(x

dx
.                        19.4.  



  )16()4( 222 xx

dx
. 

19.5.  


  22 )1( xx

dx
.                19.6.  



  222 )9)(4( xx

dx
. 

19.7.  


  910 24 xx

dx
.              19.8.  



  2222 )4()9( xx

dx
. 

19.9.  


  22

2

)3(x

dxx
.                   19.10.  



  222 )3)(2( xx

dx
. 

19.11.  


  222 )1)(9( xx

dx
.         19.12.  dx

xx

x



 


22

2

)1(

1
. 

19.13.  


 


22

2

)134(

1

xx

x
.           19.14.  dx

x

x



  22

2

)5(
. 
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19.15.  


  )4()1( 222 xx

dx
.          19.16.  dx

xx

x



 


65

5
24

2

 

19.17.  


  32 )1( x

dx
.                    19.18.  dx

xx

x



 


22

2

)2910(

3
. 

19.19.  


  2222 )5()1( xx

dx
.         19.20.  



  127 24 xx

dx
. 

19.21.  dx
x

x



 


22

2

)9(

4
.                   19.22.  



  52 )1(x

dx
. 

19.23.  


  2222 )10()2( xx

dx
.      19.24.  dx

xx

x



 


22

2

)178(

1
. 

19.25.  dx
x

x



 


22

2

)4(

10
.                    19.26.  



  42 )1(x

dx
. 

19.27.  


  2222 )15()3( xx

dx
.        19.28.  dx

xx

x



 


127

2
24

2

. 

19.29.  


  22 )2910( xx

dx
.            19.30.  dx

x

x



  22

2

)11(
. 

19.31.  


  )16()1( 222 xx

dx
. 

 

                20-есеп.  Интегралды есептеу керек. 

20.1.  dx
x

xx



0
22 )4(

3sin
.                  20.2.  dx

x

xx



 


22 )9(

sin)1(
. 



219 
 

20.3.  dx
x

x



  22 )1(

2cos
.                 20.4.  dx

x

xx



  22

2

)1(

cos
. 

20.5.  dx
xx

xx



 


65

cos)1(
24

.             20.6.  dx
xx

xx



  )9)(1(

)2/sin(
22

. 

20.7.  dx
xx

xx



 


23

2cos)3(
24

2

.        20.8.  dx
x

xx



 


22

3

)1(

)2/cos()2(
. 

20.9.  dx
xx

xxx



 


209

sin)(
24

2

.          20.10.  dx
xx

xx



  172

cos
2

. 

   20.11.  dx
x

xxx



 


22 )4(

sin2sin
.       20.12.  dx

xx

x



  )4()1(

5cos
222

. 

20.13.  dx
xx

xx



  45

sin
24

3

.           20.14.  dx
xx

xx



 


22

2sin)1(
2

. 

 20.15.  dx
x

xx



  22 )1(

sin
.              20.16.  dx

x

x



0
22 )4/1(

2cos
. 

20.17.  dx
x

x



0
32 )1(

cos
.                  20.18.  dx

xx

x



0
22 )9)(16(

cos
. 

20.19.  dx
xx

xx



  102

sin
2

.            20.20. dx
xx

xx



  102

cos
2

.    

 20.21.  dx
xx

xx



0
2 102

)2/sin(
.          20.22.  dx

xx

x



  22 )1(

2sin
. 

20.23.  dx
xx

x



  22 )1(

2sin
.          20.24.  dx

xx

xxx



 


910

sin)5(
24

3

. 
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 20.25.  
 



 
.

910

cos
24

2

xx

xdxx

           
20.26.  



 


.
45

sin)1(
24

3

dx
xx

xx
 

20.27.  


 


.
)1(

cos2cos
22

dx
x

xx

      
20.28.  



 


.
3613

sin)(
24

2

dx
xx

xxx
 

20.29.  


 


.
3613

cos)(
24

2

dx
xx

xxx

        
20.30.  

 



 


.
)1(

2cos3cos
22

dx
x

xx
 

 

 

21-есеп. Түпнұсқаның берілген сызбасы бойынша L кескінін 

табу керек. 

  21.1 

 

 

 

 

21.2 

 

 

 

 

21.3 
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f(t) 
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21.4 

 

 

 

 

 

21.5 

 

 

 

 

 

21.6 

 

 

 

 

 

21.7 

 

 

 

 

 

 

f(t) 
  1 
  
0 
–1 

   a      2a      3a    

f(t) 
  1 
  
0 
–1 

   a      2a      3a    

f(t) 
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21.8  

 

 

 

 

 

21.9 
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 2 
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21.12 
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21.14 

 

 

 

 

 

21.15 
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 0 
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21.24 
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21.28 

 

 

 

 

 

21.29 

 

 

 

 

 

 

21.30 

 

 

 

 

 

22-есеп. Берілген L-кескіні бойынша түпнұсқаны табу керек.  
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23-есеп. Дифференциалдық теңдеудің  y(0)=0, y’(0)=0 алғашқы   

              шартты қанағаттандыратын шешімін табу керек. 
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24-есеп. Амалдық əдіспен Коши есебін шешу керек. 

 24.1. '' 6 - ,    (0) 3,   '(0) 1.y y e t y y     

24.2.  2''- ' ,  (0) 0,   '(0) 1.y y t y y    

24.3.  2'' ' 2 ,    (0) 0,   '(0) 1.y y t t y y      

24.4.  ''- cos3 ,    (0) 1,   '(0) 1.y y t y y    



231 
 

24.5.  '' ' 7 2 ,    (0) 1,   '(0) 4.y y y e t y y      

24.6.  '' '- 2 -2( 1),    (0) 1,   '(0) 1.y y y t y y      

 24.7.   ''- 9 sin - cos ,     (0) -3,  '(0) 2.y y t t y y    

24.8.  '' 2 ' 2 ,     (0) 1,  '(0) 2.y y et y y      

24.9.  2 ''- ' sin 3 ,     (0) 2,  '(0) 1.y y t y y    

24.10.    '' 2 ' sin / 2,      (0) -2,  '(0) 4.y y t y y     

 24.11.   '' ' ,      (0) 2,  '(0) 1.y y sht y y     

 24.12.  '' 4 ' 29 - 2 ,     (0) 0,   '(0) 1.y y y e t y y       

24.13.  ''- 3 ' 2 ,         (0) 1,   '(0) 0.y y y et y y     

24.14.  2 '' 3 ' 3 ,        (0) 0,  '(0) 1y y y et y y     . 
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25-есеп. 

1-8-нұсқалар 

   Массасы m тең нүкте  x   ығысуына пропорционал жəне 

қарама-қарсы бағытталған F=-kx  қалыптастырушы күші мен R= r    

кедергі күшінің əсерінен түзу сызық бойымен қозғалады. t=0 уақыт 

кезеңінде өзінің тепе-теңдік қалпынан х0 қашықтықта жəне 

жылдамдығы  0 тең болды.   х=х(t) қоғалыс заңдылығын табу 

керек. 

25.1. k=m, r=2m, x0=1 м,  0=0. 

25.2 k=m, r=2m, x0=1м,  0=м/с. 

25.3 k=5m, r=2m, x0=1м,  0=0. 

25.4 k=5m, r=2m, x0=1м,  0=1 м/с. 

25.5 k=5m, r=4m, x0=2 м,  0=1 м/с. 

25.6 k=5m, r=4m, x0=1 м,  0=0. 

25.7 k=3m, r=2m, x0=1м,  0=0. 

25.8 k=3m, r=2m, x0=1м,  0=1м/с. 

9-16-нұсқалар 

  Массасы m тең нүкте координат бас нүктесінен   жүрілген 

қашықтыққа пропорционал болатын  F=kx күш əсерінен түзу 

сызықпен қозғалады.   Нүктеге ортаның   жылдамдығына 

пропорционал R=r  кедергі күші əсер етеді. t=0  кезінде нүктенің 

координат бас нүктесінен қашықтығы – х0, ал жылдамдығы – 0.     

   х=х(t) – қозғалыс заңдылығын табу керек. 
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25.9.   k=2m, r=m, x0=1м,  0=0. 

25.10. k=2m, r=m, x0=1 м,  0=1м/с. 

25.11. k=3m, r=2m, x0=1 м, 0=1м/с. 

25.12. k=3m, r=2m, x0=1 м,  0=2 м/с. 

25.13. k=4m, r=3m, x0=2 м,  0=0. 

25.14. k=4m, r=3m, x0=1 м,  0=1м/с. 

25.15. k=5m, r=4m, x0=1 м,  0=1м/с. 

25.16. k=5m, r=4m, x0=1 м,  0=2м/с. 

 

17-24-нұсқалар 

      Массасы m тең материалдық нүкте (координат басынан)  x-

қашықтығына пропорционал жəне координат басына қарай 

бағытталған F=-kx  қалыптастырушы күшінің жəне f=Acost  

ауытқушы күшінің əсерінен  түзу сызықты тербеліс жасайды. 

Бастапқы уақытты  х(0)= х0,     (0)= 0  деп алып,   х=х(t) – қозғалыс 

заңдылығын табу керек. 

k=m, A=2m, x0=0, 0=0. 

25.17. k=m, A=m, x0=0,  0=1 м/с. 

25.18. k=m, A=2m, x0=1м,  0=0. 

25.19. k=m, A=m, x0=1м,  0=0,5 м/с. 

25.20. k=9m, A=8m, x0=1м,  0=0. 

25.21. k=9m, A=4m, x0=0,  0=0. 

25.22. k=9m, A=8m, x0=0,  0=3 м/с. 

25.23. k=9m, A=m, x0=1/8 м,  0=3 м/с. 
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25-31-нұсқалар 

Массасы m тең материалдық нүкте   жылдамдығына 

пропорционал R=k  кедергі күші əсер етеді.  Егер нүктенің 

бастапқы жылдамдығы  0   болса, онда ол шектеусіз уақыт ішінде 

қанша қашықтыққа орын ауыстыралы? 

25.24. k=2m,  0=10м/с.    25.26. k=
3

m
,  0=5 м/с.  

25.27.  k=3m,  0=6 м/с.     25.28. k=m,  0=7 м/с. 

25.29.  k=m/2,  0=6 м/с .   25.30. k=0,1m,  0=1 м/с. 

25.31. k=10m,  0=1 м/с. 

 

26-есеп. Алғашқы шарттармен берілген дифференциалдық 

теңдеулер жүйесін шешу керек. 
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Бақылау жұмысына арналған тапсырмалар. 
 

Комплекс айнымалды теориялар функциясы 
 

1. 
1. Комплекс санды алгебралық түрде жазу керек. 
2. Берілген шартты қанағаттандыратын нүктелер жиынын 

комплекс жазықтықта бейнелеу керек. 
3. Комплекс санды тригонометриялық жəне көрсеткіштік 

түрлерде жазу қажет. 
4. Есептеу қажет.  
5. Теңдеудің түбірлерін тауып, оларды комплекс жазықтықта 

көрсету керек. 
 
1-нұсқа                                                        2-нұсқа 

 
      
         3-нұсқа                                             4-нұсқа 
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           5-нұсқа                                             6-нұсқа 

 
 
              7-нұсқа                                             8-нұсқа 

 
                   
           9-нұсқа                                             10-нұсқа 

 



240 
 

        11-нұсқа                                             12-нұсқа 

 
                   
              13-нұсқа                                             14-нұсқа 

 
 

15-нұсқа                                             16-нұсқа 
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17-нұсқа                                             18-нұсқа 

 
 

19-нұсқа                                             20-нұсқа 

 
 

21-нұсқа                                             22-нұсқа 
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23-нұсқа                                             24-нұсқа 

 
 

             25-нұсқа 

 
 
(1-бақылау жұмысындағы 5-тапсырманы келесі №1-20- 

тапсырмаға ауыстыруға болады)   
№ 1-20-теңдеуді шешу жəне оның түбірлерін комплекс 

жазықтықта бейнелеу керек 
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2. 
 

№21-40.  Берілген  ;u x y    (  ;v x y )  функциясы қандай 

да бір аналитикалық функцияның нақты (жорамал) бөлігі 

болатынын тексеру керек. Белгілі  ;u x y – нақты немесе  

 ;v x y – жорамал бөлігі жəне  0f z  мəні бойынша 

0z нүктенің маңайында аналитикалық  f z функциясын 

тұрғызу керек. 



244 
 

 

 
 
 

№ 41-60.  Берілген функцияны көрсетілген аймақта Лоран 
қатарына жіктеу керек: 
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3. 
 

1 Келесі функциялардың барлық ақырлы жəне ақырсыз 
нүктелердегі шегерімдерін табу керек. Ерекше нүктелердің 
сипатын беру қажет. 

2. D -тұйық контур бойынша интегралдардарды есептеу 
керек. 

3. Меншіксіз интегралдарды есептеу қажет. 
 

1-нұсқа                                             2-нұсқа 
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3-нұсқа                                             4-нұсқа 

 
 

5-нұсқа                                             6-нұсқа 
 

 
 

7-нұсқа                                             8-нұсқа 
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            9-нұсқа                                             10-нұсқа 

 

 
 

11-нұсқа                                             12-нұсқа 
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13-нұсқа                                             14-нұсқа 
 

 

 
 
 

         15-нұсқа                                            16-нұсқа 
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17-нұсқа                                            18-нұсқа 
     

 
 
 
 

19-нұсқа                                            20-нұсқа 
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21-нұсқа                                            22-нұсқа 
 

 

 

 
 
 

23-нұсқа                                            24-нұсқа 
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25-нұсқа                                            26-нұсқа 
 

 
 
 

27-нұсқа                                            28-нұсқа 
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Амалдық қисап  
 

Бақылау жұмысы 
 

№ 4  
1. Берілген функция түпнұсқа бола ала ма? 
2. Түпнұсқаның L бейнесін табу керек.  
3. L бейнеге сəйкес түпнұсқаны табу қажет.  
4. Интегралды есептеместен, оның L бейнесін  табу 

керек.  
5. Интегралды есептеу қажет.  
6. Коши есебінің шешімін табу керек.  
7. Дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешу қажет.  

 
 

1-нұсқа 
 
 1.  0( ) 3 ( )tf t t   

 2.    sin 2
sin 2 cos3 ;

t
f t t t

t
   

  3.  
  2

2 7
;

1 3

p
F p

p p p




 
 

  4. 
0

sin 2
t

e d    

   5.  
0
sin cos

t
t d    

   6.     22 5 4; 0 1; 0 0x x x t t x x           

   7.     
2 5

0 0; 0 1
2 3

x x y t
x y

y x x t

    
     
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2-нұсқа 
  1.  3( ) ( )f t t t   

  2.   2sin 2
;tt

f t e cht
t

   

     3.     
;

2 1 3

p
F p

p p


 
 

     4. 
0

sin 2
t

d    

    5.  
0
sin sin

t
t d    

    6.  1; 0 1x x x      

     7.    
sin ,

0 0; 0 1
2 sin ,

x x y t
x y

y x t

   
    

 

 
3-нұсқа 

    1. ( ) ( )itf t e t   

     2.  
2sin 2 1

;
2t

t
f t

t
   

 3.     
;

2 1 3

p
F p

p p


 
 

 4.  
0

cos 2
t

d    

  5. / 2

0
sin

t
e d    

6.      3 ; 0 0; 0 1tx x e x x        

 7.     
2 3 4

0 0; 0 2
2 4

x x y t
x y

y x y t

    
      
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4-нұсқа 
 

   1. 
2

( ) ( )tf t e t   

     2.    2sin sin 3
2 4 ;

t t
f t sh t t

t


    

     3.   
  2

;
2 1 4

p
F p

p p


 
 

     4.  2

0
sin 2

t
d    

     5.   2

0
cos2

t
t x xdx  

      6.     3 ; 0 0; 0 1tx x e x x        

     7.      
2

2

4
0 1; 0 0; 0 1

2 2 2

x y x t
x x y

x y x t

     
        

 

 
5-нұсқа 

     1. 
2

1
( ) ( )

( 1)
f t t

t
 


? 

      2.   
2

21
cos ;

t
t

t

e
f t e t

te


   

   3.      2 2
;

1 3

p
F p

p p


 
 

   4. 2 2

0

t
e d   

    5. / 2

0
sin

t
e d    

    6.    4 1 2 ; 0 2; 0 1tx x x e x x         

  7.      
2

0 0; 0 1
2

x x y
x y

y x y t

   
      

 

 



255 
 

6-нұсқа 
 

    1. ( ) ln ( )f t t t  ? 

    2.   2 3cos 2
;tt

f t t e
t

   

    3.     
;

2 1 3

p
F p

p p


 
 

    4. 
0

sin 2
t

e d    

    5.    
0

sin
t

d        

    6.    cos ; 0 1; 0 1x x t x x       

   7.    
2 sin

0 1; 0 1
1

x x y t
x y

y x

   
     

 

 
7-нұсқа 

 
     1. ( ) tg ( )f t t t  ? 

     2.  
2

1cos 2
2 ;tt

f t te
t

   

3.  
  2

1
;

2 1 3

p
F p

p p




 
 

    4. 2

0
cos 2

t
d    

    5.  
0
cos

t
t d      

     6.    1; 0 1; 0 0x x x x       

   7.    
2 sin

0 0; 0 1
2 2

x x x y t
x y

y x x t

     
     
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8-нұсқа 

     1. 
2

1
( ) ( )

( 1)
f t t

t
 


? 

   2.    2 1sin 2 sin 4
;tt t

f t e
t

 
   

   3.      
2 3

;
2 1 3

p
F p

p p




 
 

    4.  2

0
sin 2

t
d    

     5.   
0
sin sin

t
t d    

     6.    22 5 4; 0 1; 0 0x x x t t x x           

     7.    
2

0 1; 0 1
2 1

x x y t
x y

y x t

   
     

 

 
9-нұсқа 

 
    1. (2 )( ) ( 1)i tf t e t   ? 

     2.    cos 2 cos 6
cos ;tt t

f t e t
t


   

    3.   
  2

;
2 1 4

p
F p

p p


 
 

     4.  
0

s 2
t

h d    

     5.  
0

sin
t

t d    

      6.  24 1 ; 0 1x x t x      

      7.    
2 2

0 0; 0 1
2

x x y t
x y

y x y t

   
       

 

 
 



257 
 

10-нұсқа 
 

   1. ( ) sin ( 1)f t t t   ? 

       2.    sin 2
3 ;tt

f t e
t

   

     3.   
   2

2
;

2 1 3 4

p
F p

p p p




  
 

     4.  
0

2
t

ch d    

      5.   3

0
sin

t
t d    

      6.     2 2 ; 0 1; 0 1tx x x e x x         

 7.     
2 3

0 0; 0 1
2 4

x x y t
x y

y x y

    
     

 

 
11-нұсқа 

   1. 
1

( ) ( 1)f t t
t
   ? 

    2.    sin 2
;tt

f t te sht
t

   

    3.  
  

2

2

1
;

2 1 3

p
F p

p p p




 
 

    4. 
0

s 2
t

co d    

     5.   
0
sin sin

t
t d    

    6.     1; 0 1; 0 0x x x x       

        7.     
5 sin

0 0; 0 1
2

x x y t
x y

y x t

   
    
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12-нұсқа 
 

     1. 
2

( ) ( )itf t e t   

                2.    2sin 2
cos3 ;tt

f t te t
t

   

3.      2

5
;

2 3

p
F p

p p p




 
 

4.  2

0
sin 2

t
d    

    5.   
0

sin
t
e t d    

       6.     1; 0 0 0tx x te x x      

       7.     
s

0 0; 0 1
2

x x y ht
x y

y x t

   
    

 

 
13-нұсқа 

 

   1.  
3 41( ) 2 ( )tf t t  ? 

       2.       3sin 2
3 3 ;

t
f t t t

t
     

    3.      2

2 1
;

2 3 3

p
F p

p p p




 
 

     4. 
0

cos 2
t

e d    

       5.   
0
sin

t te d   

      6.     2 ; 0 0 1tx x te x x       

       7.    
2

0 0; 0 1
2 2

x x y t
x y

y x t

   
     
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14-нұсқа 
 

   1. ( ) 3 ( )tf t t  ? 

       2.       cos 2
2 1 1/ 2 ;

t
f t ch t t

t
     

     3.      2 2

3 7
;

1 3

p
F p

p p




 
 

      4.  
0

sin 2
t

d    

      5.   2

0
sin sin

t
t d    

     7.       1; 0 1; 0 0 0x x t x x x           

     8.     
sin

0 0; 0 1
2 sin

x x y t
x y

y x t

   
    

 

 
 

15-нұсқа 
 

     1. ( ) ln ( )f t t t  ? 

      2.         / 3 sin 3 / 3 ;f t t t t        

      3.  
   2 ;
2 1 3

p
F p

p p


 
 

      4.  3

0

t
e d   

      5.     
0

1 2 sin
t

t d      

       6.     2 1; 0 1; 0 0x x t x x        

      7.    
2

0 0; 0 1
2 sin

x x y t
x y

y x t

    
    
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16-нұсқа 
 

     1. 3( ) ( )f t t t  ? 

      2.      2 3 sin 2 2 ;tf t te cos t t t     

     3.   
  2

3
;

2 1 5 6

p
F p

p p p




  
 

       4.  2

0
sin 2

t
e d    

       5.   3

0
sin

t
t d    

      6.   1; 0 1tx x e x       

       7.     
22

0 0; 0 1
2 2 3

x x y t
x y

y x t

   
     

 

 
 
 

17-нұсқа 
 

    1. ( ) ( )itf t e t  ? 

     2.    3 cos3 ;tf t e cht t t   

      3.      
;

2 1 3

p
F p

p p


 
 

    4.  
0

cos 2
t

e d    

      5.  
0
sin sin

t
t d    

      6.     22 5 4; 0 1; 0 0x x x t t x x           

      7.    
sin

0 0; 0 1
2 sin

x x y t
x y

y x t

   
    
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18-нұсқа 
 

     1. 
2

( ) ( )tf t e t  ? 

       2.      
2sin 2

2 1 1/ 2 ;
t

f t sh t t
t

     

    3.      
;

2 1 3

p
F p

p p


 
 

    4.  
0

sin 4
t

d    

       5.   
0
cos sin

t
t d    

     6.     2 2; 0 1; 0 0x x x t x x         

7.     2

2 2 1
0 0; 0 1

2

x x y t
x y

y x t

    
    

 

 
19-нұсқа 

 
      1. ( ) tg ( )f t t t  ? 

       2.    1 2sin 2
;tt

f t e t
t

   

      3.      2

3
;

2 3

p
F p

p p p




 
 

      4.   2 2

0

t
e d   

       5.   
0
sin s

t
h t d    

     6.   2 3 1; 0 1x x x t x        

      7.    
3 2

0 0; 0 1
2 2

x x y t
x y

y x t

    
    
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20-нұсқа 
 

     1. 
2

1
( ) ( )

( 1)
f t t

t
 


? 

     2.   2 2cos 2
;tt

f t t e
t

   

     3.     3

3 1
;

1 3

p
F p

p p




 
 

     4. 
0

cos 2
t

d    

      5. 
0
sin

t
e d    

      6.     3 1; 0 1; 0 0x x x t x x         

       7.    
2

0 1; 0 1
2 1

x x y t
x y

y x t

   
     

 

 
21-нұсқа 

 
      1. ( ) ln ( )f t t t  ? 

       2.    2sin 2
3 3 ;

t
f t sh t t

t
    

     3.      2

3 2
;

2 4 3

p
F p

p p p




 
 

       4.  2

0
sin 2

t
d    

         5.   
0
sin

t
ch t d     

        6.     1; 0 1; 0 0x x x x       

         7.    
sin

0 0; 0 1
2

x x y t
x y

y x t

   
    
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22-нұсқа 
 

    1. ( ) tg ( )f t t t  ? 

     2.       2 cos3 3 3 ;tf t te t sh t t     

      3.      2

3
;

4 1

p
F p

p p




 
 

     4.  2

0
cos 2

t
d    

       5.   2

0
sin 2

t
t d    

        6.  2 3 1; 0 1x x x t x        

      7.     
2

0 0; 0 1
2

x x y
x y

y x y t

   
      

 

 
 

23-нұсқа 
 

      1. (2 )( ) ( 1)i tf t e t   ? 

      2.   sin 2
sin 2 cos3 ;

t
f t t t

t
   

     3.  
  2

2 7
;

1 3

p
F p

p p p




 
 

     4.  
0

sin 2
t

e d    

              5.  
0
sin cos

t
t d    

      6.     22 5 4; 0 1; 0 0x x x t t x x           

     7.     
2 5

0 0; 0 1
2 3

x x y t
x y

y x x t

    
     
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24-нұсқа 
 

1.         2
cos 3 3 2 5 2 5t t t t t        

2.    2tf t e ? 

      3.     2

1
;

4

p
F p

p p





 

      4. 2

0
sin

t
e d    

      5.  
0
cos sin

t
t d    

     6.    1; 0 0 0tx x te x x      

      7.    
5 sin

0 0; 0 1
2

x x y t
x y

y x t

   
    

 

 
25-нұсқа 

 

         1. 
1

( ) ( 1)f t t
t
   ? 

        2.   
2sin 2 1

;
3t

t
f t

t
   

       3.  
  2

3 5
;

2 1 3

p
F p

p p p




 
 

         4. 2 2

0
sin 2

t
d    

        5.   
0
cos cos

t
t d    

      6.   24 1 ; 0 1x x t x      

       7.    
3 2

0 0; 0 1
2 2

x x y t
x y

y x t

    
    
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26-нұсқа 
 

           1. 
2

( ) ( )itf t e t  ? 

        2.     2 1 2 ;tf t e sh t  

        3.     
;

2 1 3

p
F p

p p


 
 

       4.  
0

2
t

ch d    

       5.   
0

t
sh sh t d     

          6.   24 1 ; 0 1x x t x      

       7.      
2

2

4
0 1; 0 0; 0 1

2 2 2

x y x t
x x y

x y x t

     
        

 

 
 
 

27-нұсқа 
 

          1.    
3 41( ) 2 ( )tf t t  ? 

         2.   
2

1 sin 2
3 ;t t

f t e
t

   

           3.       
;

2 1 3

p
F p

p p


 
 

           4.   2

0
cos 2

t
d    

          5.   
0

sin
t
e t d    

        6.     4 1 2 ; 0 2; 0 1tx x x e x x         

        7.       
3

0 0; 0 1; 0 0
2 3

x x y t
x y x

y x t

           
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28-нұсқа 
 

       1. ( ) 3 ( )tf t t  ? 

          2.    2s 2
sin 3 ;th t

f t e t
t

   

          3.      
3 1

;
2 1 3

p
F p

p p




 
 

           4.  2 2

0

t
e d   

          5.   
0
sin

t te d   

         6.     1; 0 1; 0 0x x x x       

         7.    
2 3 4

0 0; 0 2
2 4

x x y t
x y

y x y t

    
      

 

 
 

29-нұсқа 
 

      1. 3( ) ( )f t t t  ? 

         2.         cos3
;

t
f t t t t t

t
         

            3.      
;

2 1 3

p
F p

p p


 
 

        4.  
0

sin 3
t

e d    

         5.   
0
sin sin

t
t d    

                  6.      1; 0 1; 0 0 0x x t x x x            

 7.    
2 sin

0 1; 0 1
1

x x y t
x y

y x

   
     
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30-нұсқа 
 

        1. ( ) ( )itf t e t  ? 

          2.        24 4 sin 4 ;f t t t t     

       3.      
;

2 1 3

p
F p

p p


 
 

        4.  2

0
sin 2

t
d    

          5. / 2

0
sin

t
e d    

        6.     3 ; 0 0; 0 1tx x e x x        

       7.    
sin

0 0; 0 1
2 sin

x x y t
x y

y x t

   
    
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Бақылау жұмысына қосымша.  
 

№ 61-80. Амалдық қисап əдісімен Коши есебін шешу 
керек: 
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№ 81-100. Алғашқы шарттармен бірге берілген 
дифференциалдық теңдеулер жүйесін амалдық қисап əдісімен  

шешу керек: 
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Комплекс айнымалды функциялар теориясы  
жəне амалдық қисап бөліміне арналған 

 
I. Анықтама материал 

 
1. Түбір табу 

z  комплекс санының n‐ші дəрежелі түбірінің əртүрлі n  мəні 
бар жəне оларды келесі формула арқылы табуға болады: 

,
2

sin
2

cos 





 





n

k
i

n

k
zz nn    ,arg z  

1,...,1,0  nk . 

 2. Комплек айнымалды элементар функциялар 
 Комплекс айнымалды көрсеткіштік функция келесі  

теңдікпен анықталады: 

             )sin(cos yiyee xz  .                             (1) 

Көрсеткіштік функцияның қасиеттері: 
2121 zzzz eee 

, 

мұндағы 1z  мен 2z   кез келген комплекс сандар; 

zkiz ee  2
,  ,...,1,0k  

яғни, 
ze - негізгі периоды i2  тең. 

Тригонометриялық xsin  жəне xcos  функциялары 
көрсеткіштік функция арқылы өрнектеледі: 

i

ee
z

iziz

2
sin


 ,   

2
cos

iziz ee 
 . 

tgz  жəне ctgz  функциялары келесі теңдікпен анықталады:  

z

z
tgz

cos

sin
 ,   

z

z
ctgz

sin

cos
 . 

Тригонометриядағы барлық формулалар комплекс айнымалды 
тригономертиялық функцияларға да сақталады. 
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Гиперболалық ,shz  chz , thz , cthz  функциялары келесі 

теңдіктермен анықталады: 

2

zz ee
shz


 ;    

2

zz ee
chz


 ;    

 
chz

shz
thz  ;      

shz

chz
cthz  . 

Тригонометриялық жəне гиперболалық функциялардың 
арасындағы байланыс келесі теңдіктерден көрінеді: 

,sin ishziz    chziz cos . 

Логарифмдік функция көрсеткіштік функцияға кері функция 
ретінде анықталады: 

)2(arglnln kziziArgzzLnz  , ,...2,1,0 k  

Функцияның 0k  сəйкес мəні оның бас мəні деп аталады 

жəне  zln  арқылы белгіленеді: 

zizz arglnln   

Логарифмдік функцияның қасиеттері: 

                    2121 )( LnzLnzzzLn  ;           

21
2

1 LnzLnz
z

z
Ln 








; 

kinLnzLnz n 2 , ,...2,1,0 k ;       

  Lnz
n

zLnn 1
 . 

Кері тригонометриялық функциялар: ,sin zArc  zArc cos , 

Arctgz ,  Arctgz , сəйкес ctgztgzzz ,,cos,sin  тригонометрия-

лық функцияларына кері функциялар ретінде анықталады. Бұл 
функциялардың барлығы көпмəнді жəне логарифмдік функция 
арқылы өрнектеледі: 
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)1(sin 2ziziLnzArc  ;  )1(cos 2  zziLnzArc ; 

iz

iz
Ln

i
Arctgz





1

1

2
, 

12 



z

iz
Ln

i
Arcctgz . 

Логарифмнің бас мəніне сəйкес келетін функциялар кіші 
əріптермен басталып жазылады ,...)(arcsin z .   

Дəрежелік 2z  ( кез келген комплекс сан) функция:   
Lnzez   ,  0z . 

Бұл көпмəнді функция,   
zez ln   оның бас мəні. 

Көрсеткіштік  z  , 0  функция 
 zLnz e  

теңдігімен анықталады. Бұл функцияның бас мəні –  
 lnzz e . 

3. Комплекс жазықтықтағы қисықтар 
 

)()()( tiytxtzz   түріндегі теңдеу, комплекс жазықтықта 

параметрлік теңдеулері 

),(txx   )(tyy   

Түрінде болатын қисықты анықтайды. Бұл теңдеулерден t  

параметрін шығарсақ, қисықтың 0),( yxF  түріндегі теңдеуін 

аламыз. 
 

4. Комплекс айнымалды функцияларды дифференциалдау. 
Коши-Риман шарттары 

)(zf  функциясы қандай да бір G  аймағында 

анықталсын.  z  пен zz   нүктелеріG  аймағында жатсын жəне 

)()( zfzzf  ,  yixz   болсын. 
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Егер 0z  ұмтылғанда,  
z

w




 қатынасының ақырлы шегі бар 

болса, онда )(zfw  , Gz  нүктесінде дифференциалданатын 

функция деп аталады жəне ),(zf   
dz

dw
    символдарымен 

белгіленеді:  
z

w
zf

z 



 0

lim)( .   

Егер iyxz  , ),(),()( yxivyxuzfw   болса, онда 

)(zf  функциясының дифференциалданатын əрбір нүктесінде 

Коши-Риман шарттары деп аталатын 

                
y

v

x

u








,   
x

v

y

u








                  (2) 

теңдіктері орындалады. 
Керісінше, егер қандай да бір ),( yx  нүктесінде Коши-Риман 

шарттары орындалса, сонымен бірге ),(    ),,( yxvyxu  нақты  екі 

айнымалды функция дифференциалданатын болса, онда  

iyxz    нүктесінде комплекс айнымалды 

),(),()( yxivyxuzfw   функциясы дифференциалданады. 

)(zfw   функциясы z  нүктесінде жəне оның қандай бір 

маңайында  дифференциалданса, онда ол z  нүктесінде 

аналитикалық функция деп аталады. Егер )(xf ,  G  аймағының 

əрбір нүктесінде дифференциалданатын функция болса, онда ол  G  

аймағында аналитикалық функция деп аталады. 
Аналитикалық функцияның туындысын 

x

v
i

y

v

y

u
i

x

u

x

u
i

y

v

x

v
i

x

u
zf
































 )( ф

ормулалары бойынша есептеуге болады.. 
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Егер )(zf  функциясының нақты ),( yxuu   немесе 

жорамал ),( yxvv   бөлігі беріліп жəне қандай да бір 0z  

нүктедегі )( 0zf  мəні белгілі болса, онда Коши-Риман шарттарын 

пайдаланыпғ )(zfw   аналитикалық функциясын құруға болады. 

 

5. Комплекс айнымалды функцияларды интегралдау 
 

G  аймағында бірмəнді үзіліссіз )(zfw   функциясы 

анықталсын.  ,  G  –  аймағында жатқан құрақты-тегіс қисық; 

iyxz  , ivuxf )( , мұндағы ),(    ),,( yxvyxu ,   x  пен y  

айнымалдарының нақты функциялары. Комплекс айнымалды 

)(xfw   функциясының интегралын есептеу екінші текті 

қисықсызықты  

   
  

udyvdxivdyudxdzzf )(  

интегралды есептеуге əкеледі. 

Егер   қисығы ),(txx   )(tyy  ,   t  параметрлік 

теңдеумен берілсе, онда 

    





dttztzfdzxf )()( ,    ).()()( tiytxtz   

Егер )(tfw    бір байламды G  аймағында аналитикалық 

функция болса, онда, интеграл интегралдау қисығының түріне 
тəуелсіз, бірақ қисықтың бастапқы жəне соңғы нүктелеріне тəуелді 
болады. Бұл жағдайда интегралды есептеуге Ньютон-Лейбниц 
формуласын пайдалану керек: 

)()()( 12

2

1

zzdzzf
z

z

 , 
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мұндағы )(z  –  )(zf  функциясының қандай да бір алғашқы 

функциясы: )()( zfz  , Gz . 

Егер )(tfw   құрақты-тегіс   тұйық контурымен шектелген 

G  аймағында жəне    контурында аналитикалық функция болса, 

онда Коши теоремасы: 

0)( 


dzzf               

жəне Gz 0  ішкі нүкте үшін Кошидік интегралдық 

формуласы 

dzzz

zf

i
zf

0
0

)(

2

1
)(





       

орындалады. 
 

6. Лоран қатары 
 

Егер )(zfw   функциясы Rzz  0    сақиналы 

аналитикалық функция болса, онда ол осы сақинада Лоран 
қатарына жіктеледі: 

,)()()()( 0
0

0

1

0
k

k
k

k
k

k

k
k

k

zzczzczzczf  












  

(6)       
1

0 )(

)(

2

1


 


kk zz

dzzf

i
c


,   ,...2,1,0 k  .                    (7) 

Мұнда   – центрі  0z  нүктесі болатын, сақина ішінде жатқан 

(сағат тіліне қарама-қарсы бағытталған) кез келген шеңбер.  
(6) фонрмуладағы 

k
k

k
zzc )( 0

1





   жəне   k

k
k

zzc )( 0
0






 

қатарлары Лоран қатарының сəйкес бас жəне дұрыс бөліктері 
деп аталады. 
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7. Аналитикалық функциялардың оқшауланған 
ерекше нүктелері 

 

Егер )(zfw   бірмəнді жəне   00 zz  сақинасының 

0z  нүктесінен басқа нүктелерде аналитикалық функция болса, онда  

0z  –  функцияның оқшауланған ерекше нүктесі деп аталады. 

)(zfw   функциясын 0z  нүктесінің маңайында 

 00 zz  сақинасында жинақталатын Лоран қатарына 

жіктеуге болады.  Келесі жағдайлар болуы мүмкін:  

1) Лоран қатырнда 0zz   айырымының теріс дəрежелі 

мүшелері жоқ,  яғни k
k

k
zzcxf )()( 0

0





. Бұл жағдайда 0z  

нүктесі  )(zf  функциясының жөнделетін ерекше нүктесі деп 

аталады; 

2) Лоран қатары мүшелерінің құрамында 0zz   

айырымының теріс дəрежелері бар  жəне ондай мүшелер саны 

ақырлы, яғни 
n

k
nk

zzczf )()( 0



, 0nc . Бұл жағдайда 

0z  нүктесі )(zfw   функциясының n -ші ретті полюсі деп 

аталады; 

3) Лоран қатары мүшелерінің құрамында 0zz   айырымының 

теріс дəрежелері бар  жəне ондай мүшелер саны ақырсыз, яғни 

n
k

k
zzczf )()( 0




. Бұл жағдайда, 0z  нүктесі )(zfw   

функциясының елеулі ерекше нүктесі деп аталады. 
Ерекше нүктелердің сипатын анықтау үшін келесі 

тұжырымдарды пайдалануға болады: 
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1. 0z  нүктесі )(zfw   аналитикалық функциясының 

жөнделетін ерекше нүктесі áîëóû ¾øií,  
0

0
)(lim Czf

zz



, 0C      

шегінің бар болуы қажетті жəне жеткілікті. 

2. 0z  нүктесі )(zfw   аналитикалық функциясының 

полюсі  болуы үшін  


)(lim
0

zf
zz

 шегінің бар болуы қажетті 

жəне жеткілікті. 

2 . 0z  нүктесі )(zfw   функциясының n -ші ретті полюсі 

болуы үшін, )(zf  функциясы 

nzz

z
zf

)(

)(
)(

0



 

түрінде көрсетілуі қажетті жəне жеткілікті   (мұндағы 

)(z функциясы 0z  нүктесінде аналитикалық функция жəне    

0)( 0 z ). 

2  . 0z  нүктесі 
)(

)(
)(

z

z
zf




  функциясының оқшауланған 

ерекше нүктесі болсын ( )(z  пен )(z  –  0z   нүктесінде 

аналитикалық функциялар). Егер 

0)(...)()( 0
)1(

00   zzz k , 0)( 0
)( zk  (яғни 0z  

нүктесі )(z  функциясының k-ші ретті нөлі), ал )(z  үшін 

0)(...)()( 0
1

00   zzz l , 0)( 0 zl  (яғни 0z  – )(z  

функциясының l-ші ретті нөлі) болып: 

           kl   болса, онда 0z ,  )(zf  аналитикалық 

функциясының  kl   ретті полюсі;      

          kl   болса, онда 0z ,  )(zf  аналитикалық 

функциясының  жөнделетін ерекше нүктесі. 
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         Дербес жағдайда, 0k , 1l : 0)( 0 z , 0)( 0 z , 

0)( 0  z  болса, онда 0z   )(zf  функцияның бірінші ретті полюсі 

(жай полюсі) болады. 

3. )(lim
0

zf
zz

  шегінің болмауы – 0z  нүктесінің  )(zfw   

функциясы үшін елеулі ерекше нүкте болуының қажетті жəне 
жеткілікті шарты. 

 
8. Шегерімдер 

 

0z  арқылы  )(zfw   функциясының дараланған ерекше 

нүктесін белгілейік. )(zf функциясының 0z  нүктесіндегі шегерімі 

деп  )(
0

zfшег
zz

 (немесе )( 0zшегf  арқылы белгіленетін, 

        dzzf
i

zfшег
zz

)(
2

1
)(

0


 
                       (8) 

санын айтады. Мұндағы   тұйық контур ішінде )(zf  

функциясының 0z  нүктесінен басқа ерекше нүктелері жоқ. 

(7) жəне (8)-ші формулаларды салыстыра отырып, функция 

шегерімі )(zf ‐тің 0z   нүктесі мкаңайындағы Лоран қатарының 

минус бірінші дəрежелі мүшесінің коэффициентіне тең екенін 
көреміз: 

                      )( 0zшегf 1C                        (9) 

 

Функецияның жөнделетін ерекше нүктедегі шегерімі нөлге 
тең. 

       Функцияның n‐ші ретті полюстегі шегерімі келесі 
формуламен есептеледі: 
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  1

0
00

))((lim
)1(

1
)(









nn

zzzz
zzzf

n
zfшег ; 

            Егер 1n  болса, онда 

))((lim)( 0
00

zzzfzfшег
zzzz




. 

   Егер )(zfw    функциясы 0z  нүктесінің маңайында екі 

аналитикалық функцияның қатынасы түрінде берілсе: 

)(

)(
)(

z

z
zf




 , жəне 0)( 0 z , 0)( 0 z , 0)( 0  z  (яғни, 

0z  жай полюс) болса, онда 

)(

)(
)(

0

0

0 z

z
zfшег

zz 






. 

Егер 0z   – )(zfw   функциясының елеулі ерекше нүктесі 

болса, онда шегерім (9) формуламен есептеледі. 
Шегерімдер туралы Кошидің негізгі теоремасы.  Егер 

)(zfw  , G  аймағының саны ақырлы nzzz ,..., 21  нүктелерінен 

басқа ішкі нүктелерінде жəне   шекарасында аналитикалық 
функция болса, онда 

      .)(2)(
1

 




n

k
zz

zfшегidszf
k

                (10) 

 
8. Рационал функциялардың меншіксіз интегралдарын 

есептеу 
 

         
)(

)(
)(

xQ

xP
xR

l

k                   (11) 

түріндегі  рационал функция (мұндағы )(xPk пен )(xQl , 

сəйкес k ші жəне l ші дəрежелі көпмүшеліктер) бүкіл сан өсінде 
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үзіліссіз жəне 2 kl , яғни бөлімінің дəреже көрсеткіші 
алымының дəреже көрсеткішінен, ең болмағанда,  екі бірлікке 

артық болса, онда )(2)( zfшегidxxR
kzzm 




  ,  мұндағы 

)(zR  функциясының шегерімдерінің қосындысы 0Im z  жарты 

жазықтықта орналасқан барлық mz  полюстері бойынша алынады. 

 
9. Арнайы түрдегі меншіксіз интегралдарды есептеу 

 

Егер )(xR  бүкіл сан өсінде үзіліссіз жəне 1 kl  болса, 

(яғни )(xR  дұрыс бөлшек), онда 

 zi

mzzm
ezRшегixdxxR  )(2Recos)(






  ,  0 , 

 zi

mzzm
ezRшегixdxxR  )(2Imsin)(






 , 0 , 

мұнда 
ziezR )(  функциясының шегерімдерінің қосындысы 

0Im z  жарты жазықтықта орналасқан барлық mz  полюстері 

бойынша алынады. 
 

10. Арнайы түрдегі интегралдарды есептеу 

 

tR cos       ,  мен tsin -ге қатысты рационал функция жəне ол 

интегралдау аралығында үзіліссіз функция болсын.  
itez   деп 

алсақ, 







 

z
zt

1

2

1
cos ,  






 

z
z

i
t

1

2

1
sin ,  

iz

dz
dt   

болады да, 
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                  dzzFdtttR
z

)()sin,(cos
1

2

0




           (12) 

аламыз. (12)‐нің оң жағындағы контурлық интеграл (10)- 

формуламен есептеледі  ( )(zF  функциясының шегерімдерінің 

қосындысы 1z  аймағында жатқан барлық ерекше нүктелер 

бойынша алынады). 
 

11. Лаплас түрлендіруі 
 

         Түпнұсқа деп келесі шарттарды қанағаттандыратын, 

нақты t  аргументтің )(tf  функциясын айтады: 

1) )(tf функциясы t  өсінің кез келген ақырлы 

аралығында интегралданады; 
2) Барлық теріс t  үшін 0)( tf ; 

3) )(tf  функциясының өсуі көрсеткіштік 

функцияның өсуінен артық емес, яғни барлық t  үшін 
tseMtf 0)(   теңсіздігі орындалатындай M  мен 0s  

тұрақтылары табылады. 

)(tf   функциясының Лаплас кескіні деп  

dttfepF pt )()(
0




  

теңдігімен анықталатын, комплекс  ip   айнымалдың 

)( pF  функциясын айтады жəне оны 

)()( pFtf   

арқылы белгілейді (оның басқа да белгілеулері бар). 

Кез келген )(tf  түпнұсқа функция үшін )( pF  кескіні 

0Re sp   жарты жазықтықта анықталады жəне сонда ол 

аналитикалық функция болады. 
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Қасиеттері 

.10
 Сызықтығы: кез келген 1C  жəне 2C  комплекс 

тұрақтылары үшін 

                )()(     )()( 22112211 pFCpFCtfCtfC  . 

02 . Ұқсастық формуласы: кез келген 0  тұрақтысы үшін  











p

Ftf
1

)( . 

03 . Түпнұсқаны дифференциалдау: егер  

)(),...(),( )( tftftf n  ‐ түпнұсқа функциялар болса, онда 

)0()()( fppFtf  , 

)0()0()()( 2 fpfpFptf  , 

. . . . . . . . . . . . . . . .  

                 

).0(...)0()0()()( )1(21)(   nnnnn ffpfppFptf  

Мұндағы   )(lim)0( )(

0

)( tff k

t

k


 ,   1,...,1,0  nk . 

04 . Кескінді дифференциалдау:  )()( ttfpF  . 

05 . Түпнұсқаны интегралдау:   
P

pF
df

t )(
)(

0

 . 

.60
 Кескінді интегралдау: егер 

t

tf )(
 түпнұсқа функция 

болса, онда
t

tf
dppF

p

)(
)( 


. 

07 . Ығыстыру формуласы: кез келген  комплекс саны үшін    

)()(   pFetf t . 

08 . Кешігу формуласы: ),()( pFetf p  0 . 
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09 . Кескіндерді көбейту формуласы: 

        dtffpFpF
t

)()()()( 21
0

21
.          (13) 

(13) формуладағы интеграл, )(1 tf  мен )(2 tf  функцияларының 

үйірткісі деп аталады да, 
21 * ff  символымен белгіленеді. 

Сонымен,  

                     2121 )()( ffpFpF  . 

 

Кескіні бойынша түпнұсқаны табу 
 
Белгілі )( pF  кескін бойынша )(tf  түпнұсқаны табу үшін 

көбінесе келесі əдістер қолданылады: 

1) егер )( pF  дұрыс рационал функция болса, онда оны 

қарапайым бөлшектердің қосындысына жіктейді, содан соң 00 91   
қасиеттерді пайдаланып, алынған əрбір бөлшектің түпнұсқасын 
табады; 

2) белгілі жеткілікті шарттар орындалғанда, )( pF  үшін 

 pt

kzzk
epFшегtf )()(


  

функциясы түпнұсқа болады. Бұл теңдік жіктеу формуласы 
деп аталады. 

 

12. Негізгі сəйкестік формулалары 

     
p

1
1 ;  

ap
eat




1 ;  
22

sin





p
t ;  

22
cos




p

p
t ; 

22 



p

tsh ;  
22 


p

p
tch ;                    

1

!


n
n

p

n
t . 
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          Көрстілген сəйкестіктердің сол жақ бөліктері  






,0

,1
)(t  

0

,0




t

t
  функциясына көбейтілген деп қабылданады. 

 

13. Сызықтық дифференциалдық теңдеулер үшін Коши 
есебі 

 

Сызықтық дифференциалдық теңдеулерді амалдық¸ шешу үш 
кезеңнен тұрады: 

1) берілген функциялардың Лаплас кескіндеріне өту 

(дифференциалдық теңдеу ізделінетін функцияның кескініне 
қатысты алгебралық теңдеу түріне ауысады); 

2) алынған алгебралық теңдеуді шешу; 

3) кескіні бойынша ізделінген функцияға өту. 
 

Сызықтық дифференциалдық теңдеулер жүйесін де осы схема 
бойынша шешуге болады.  

 

14. Дюамель формуласы 

 

n-ші ретті сызықтық коэффициенттері тұрақты 
дифференциалдық теңдеу: 

         1
)(

0 )()( atxatxL n  )()(...)()1( tftxatx n
n           

(15) 
жəне алғашқы шарттар: 

          )0()0(...)0()0( )1(  nxxx                      (16) 

берілсін. Алғашқы шарты (16) болатын   1)( txL  теңдеуінің 

шешімі )(1 tx  болсын.   Онда (15)(16) есептің  )(tx  шешімін 

келесі фомулалардың бірін пайдаланып, )(1 tx  мен )(tf  арқылы 

өрнектеуге болады: 
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,)()()( 1
0

 dtfxtx
t

    dftxtx
t

)()()( 1
0

 , 

 dtxftxftx
t

)()()()0()( 1
0

1     

 dxtftxftx
t

)()()()0()( 1
0

1  . 

Бұл өрнектердің əрбіреуі Дюамель формуласы (немесе 
инетегралы) деп аталады. 

Дюамель формуласына негізделген дифференциалдық 
теңдеулерді шешу əдісін,  (15) теңдеудің оң жағындағы 

)(tf функциясының )( pF  кескінін табу қиын болғанда жəне де 

(15)  (16) есептерін əртүрлі )(tf  функциясы үшін бірнеше рет 

шешу қажеттілігі болғанда қолданады.   
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Теориялық сұрақтар: 

 
1. Комплекс сандар, оларға жасалатын амалдар.   
2. Комплекс айнымалды көрсеткіштік жəне логарифмдік 

функциялар. Эйлер формулалары.   
3. Дəрежелік функция. Тригонометриялық жəне гиперболалық 

функциялар.   
4. Комплекс айнымалды функция туындысы. Коши-Риман 

шарттары. Аналитикалық функция түсінігі.  
5. Комплекс айнымалды функция туындысының модулі мен 

аргументініңгеометриялық мағынасы.    Конформдық бейне туралы 
түсінік.   

6. Комплекс айнымалды функцияның интегралы, оның 
қасиеттері.     

7. Бір жəне көпбайламды аймақтар үшін Коши теоремасы.  
Ньютон-Лейбниц формуласы.   

8. Кошидің интегралдық формуласы. 
9. Аналитикалық функцияның жоғарғы ретті барлық 

туындыларының бар болуы.   
10. Тейлор қатары. Аналитикалық функцияның Тейлор 

қатарына жіктелуі туралы теорема.    
11. Лоран қатары. Жинақтылық сақинасы. Лоран теоремасы.    
12. Оқшауланған ерекше нүктелердің жіктелуі. 
13. Шегерімдер. Шегерімдерді есептеу. 
14. Шегерімдер туралы Кошидің негізгі теоремасы. Контурлық 

интегралды есептеу.  
15.  Шегерімдер көмегімен меншіксіз интегралдарды есептеу. 

Жордан леммасы.   
16. Лаплас түрлендіруі. Түпнұсқа.   
17. Лаплас түрлендіруінің қасиеттері. 
18. Түпнұсқа мен кескінді интегралдау.   
19. Берілген кескін бойынша түпнұсқаны табу əдістері.   
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 Теориялық жаттығулар 

 
1. Теңдікті дəлелдеу керек:: 

 

2
sin

2
sin

2

1
sin

sin...2sinsin 




nn

n



 , ,2 n   

...1,0 n . 

Нұсқау.  inii eee ,...,, 2   геометриялық прогрессиясын 

пайдалануға болады. 
2. Коши-Риман шарттары ,r  координаттары бойынша  

rz

u 1





 

v ;    

rr

v 1





 

u

   түрінде жазылатынын дəлелдеу керек. 

3. zw   функциясы ешбір нүктеде 

дифференфиалданбайтынын дəлелдеу керек. 

4. ),( yxU   – қандай да бір G  аймағында гармониялық 

функция, яғни Gyx  ),( , 0U . f  функциялары қандай 

болғанда,  ),( yxuf  күрделі функциясы G  аймағында 

гармониялық функция болады? 

5. )(zf   функциясы Rz   дөңгелегінде аналитикалық 

функция жəне  zfM
Rz

 max  болсын.  Rz   дөңгелегінің ішкі 

барлық нүктелерінде  
1

)(

)((!

)(





n

n

zR

RM

n

zf ,  ,...2,1n  

теңсіздігінің орындалатынын дəлелдеу керек. 
 6.      10 A , 11 A , 

12   nnn AAA , ,...1,0n  шарттарымен 

анықталатын nA  сандары Фибоначчи сандары деп аталады. Кандай 
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да бір аймақта 
2

0 1

1

zz
zA n

n
n 





 теңдігінің орындалатынын 

дəлелдеу керек.  Қатардың жинақталу аймағын табу керек. 
6.   )(zf  жұп функциясы үшін 




)(
0

zfшег
zz

)(
0

zfшег
zz 

 , ал, )(zf  тақ функциясы үшін 




)(
0

zfшег
zz

)(
0

zfшег
zz 

 ьеңдігі орындалатынын дəлелдеу керек. 

7. )(zf  пен )(z  функциялары үшін 0zz   нүктесі, 

сəйкес m-ші жəне n-шi ретті полюс. 

a) )()( zzf  ;      b) 
)(

)(

z

zf


;  c) )()( zzf   

функциялары үшін 0zz   ерекше нүктесінің сипаты туралы 

не айтуға болады?   

8. )(zf  жəне )(zg ,   0z  нүктеде аналитикалық 

функциялар жəне 0)( 0 zf , 0)()( 00  zgzg , 0)( 0  zg .  

)(

)(
)(

zg

zf
z   функциясының 0zz   нүктедегі шегерімін табу 

керек. 

9. )(zf
2

sin)( tet  функциясы жəне оның туындысы   

түпнұсқа бола ма? Мұндағы 





,0

,1
)(t  

0

,0




t

t
. 

10. Бейнелерді көбейту формуласын пайдаланып,  

tdty
t

cos1)cos()(
0

   

интегралдақ теңдеуінің шешімін табу керек.. 
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