
8 ҚАТАРЛАР ТЕОРИЯСЫ 

 

8.1 Теориялық материалдар 

 

8.1.1 Сан қатарлары  

 

Анықтама 1.  ,...,...,,
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 - қатардың мүшелері болатын (1) өрнегі сан қатары деп аталады.    
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 қатардың дербес қосындысы. 

na  - қатардың жалпы мүшесі. 

Анықтама 2. Егер дербес қосындылар тізбегінің шегі нақты сан болса, яғни,  
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 онда (1) қатар жинақты деп аталады, ал S  саны қатардың қосындысын 

береді.   

Анықтама 3. Егер дербес қосындылар тізбегінің шегі шексіздікке тең немесе 

табылмайтын  болса, онда (1) қатары жинақсыз қатар деп аталады.  

Жинақты қатарлары үшін  
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мына теңдіктер орынды: 
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Теорема 1. Қатар жинақтылығының қажетті шарты.  Қатар жинақты болса, 

онда 0lim 


n
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a  теңдігі орындалады. 

Теорема 2. Қатар жинақсыздығының жеткілікті шарты. Егер   0lim 


n
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шарты орындалса, онда сан қатары жинақсыз. 

 

8.1.2 Мүшелері теріс емес қатарлар 

 

Көп жағдайда 
n

S  дербес қосындысы үшін ақырлы формуланы анықтау немесе оның 

шегін табу қиынға соғады. Сондықтан, қатардың жалпы мүшесін біле отырып, 

жинақтылығының жеткілікті белгілерін қарастырған жөн. Бірақ жеткілікті белгілер тек 

қана мүшелері теріс емес қатарларға арналған.  

Мүшелері теріс емес қатарларды қарастырайық:  
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Теорема 3. Салыстыру белгісі: 

1.Егер  қандай да бір N   нөмірінен бастап:  ,...,1,,  NNnba
nn  теңсіздігі 

орындалса, онда  

а) (3) –қатардың жинақтылығынан (2)- қатардың жинақтылығы шығады, 

б) (2) –қатардың жинақсыздығынан (3)- қатардың жинақсыздығы шығады. 



2. Егер  (2), (3) қатарларының жалпы мүшелері үшін  0lim 
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 шегі ақырлы сан 

болса, онда  (2) және (3) қатарлары бірдей жинақты не бірдей жинақсыз болады. 

Теорема 4-5. Даламбер (Коши) белгілері. Егер  lal
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limlim 1 , 

мұндағы l  ақырлы сан болса, онда  

а) 1l - (1) жинақты, 

б) 1l - (1) жинақсыз, 

в) 1l - жинақты, жинақсыз екендігі ашық сұрақ(қосымша белгілер қолданып немесе 

анықтама бойынша зерттеу жасау керек).  

Теорема 6. Интегралдық белгі. Егер  қандай да бір N   нөмірінен бастап:  

...,21   NNN aaa  теңсіздігі орындалса және )(xf - үзіліссіз, өспейтін 

,...)1(,)(
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aNfaNf теңдігімен анықталған функция және 


N

dxxf )(  менішіксіз 

интегралы жинақты (жинақсыз) болса, онда (1) қатары да сәйкес жинақты (жинақсыз) 

болады.  

 

8.1.3 Таңбасы ауыспалы қатарлар  

 

                          ......
21


n

uuu ,                                                   (4) 

......
21


n

uuu ,                                                  (5) 

Берліген қатарларды қарастырайық. 

Анықтама 4. (4) сан қатары , мұндағы ,...,2,1, iu
i

… -   (4) қатарының мүшелері 

оң сан да ,теріс сан да болса, ондай қатар таңбасы ауыспалы қатар деп аталады. 

(4) қатарының дербес жағдайы ретінде мүшелерінің таңбасы кезектесіп ауысқан қатарды 

алайық:   
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Теорема 7. Лейбниц белгісі. Егер (6) қатардың мүшелері қандай да бір N   

нөмірінен бастап ...
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 NNN
aaa  теңсіздігін қанағаттандырса және   0lim 
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болса, онда (6) қатары жинақты болады, оның қосындысы оң сан. 

Теорема 8. Егер (5) қатары жинақты болса, онда (4) қатары да жинақты.  

Анықтама 5. Егер (4) қатары жинақты, ал (5) қатары жинақсыз болса, онда (4) 

қатары шартты жинақты деп аталады.   

Анықтама 6. Егер (5) қатары жинақты болса, онда (4) қатары абсолютті 

жинақты деп аталады. 

Таңбасы ауыспалы (4) қатарларды жинақтылыққа зерттегенде, ең алдымен (5) қатарын 

мүшелері теріс емес қатарларға арналған жинақтылықтың жеткілікті белгілерін қолданып, 

зерттеу керек. 

 

8.1.4 Функционалдық қатарлар 

 

Анықтама 7. Мүшелері функциялар болған  

...)(...)()(
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қатарды функционалдық қатар деп аталады, мұндағы ,...2,1),( ixui - қатар мүшелері.  

x  тің нақты мәнінде (7) қатары сандық қатарды береді. Сондықтан, x -тің қайсібір 

мәндерінде (7) қатары жинақты, ал қайбір мәндерінде жинақсыз болады.  



Анықтама 8. (7) қатары жинақты болатын х мәндерінің жиыны функционалдық 

қатардың жинақтылық облысы деп аталады.  

Жинақтылық облысында оның қосындысы х айнымалысының функциясы 

болатындықтан )(xS  деп белгілейік. 

 

8.1.5 Бірқалыпты жинақтылық. Функционалдық қатарларға амалдар қолдану. 

 

Анықтама 9.  Егер D  облысында (7) қатары үшін ......
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  жинақты 

болатын мүшелері теріс емес сан қатары табылып,  

 ,....)(,...,)(,)(
2211 nn

xuxuxu   Dx                                 (8) 

теңсіздігі орындалса, онда (7) қатары мажорантталады дейді.  

Анықтама 10. Егер ,:0 N  әрбір Nn   ];[)()( baxxSxS
n

   

теңсіздігі орындалса, онда  ba;  кесіндісінде жинақталатын (7) қатары бір қалыпты 

жинақты деп аталады.  

Теорема 9.  ba;  кесіндісінде мажорантталатын (7) қатары бірқалыпты 

жинақталады.  

Теорема 9 –дан қатардың мажорантталуы оның бірқалыпты жинақты болуына қарағанда 

күшті шарт, яғни, бірқалыпты жинақты болатын мажорантталмаған қатарлар табылады.   

Теорема 10. Егер  ba;  кеснідісінде (7) бірқалыпты жинақты және )(xS  оның 

қосындысы болсын.   

1. ,...2,1),(lim
0




ixu
i

xx
 - бар болса, онда  

];[...,)(lim...)(lim)(lim)(lim
021

0000

baxxuxuxuxS
n

xxxxxxxx



 

2. ,...2,1),( ixu
i

 -  ba;  кесіндісінде қатардың мүшелері де, )(xS қосындысы да 
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яғни, қатарды мүшелеп интегралдауға болады.  

Теорема 11. Егер (7) қатары   ba;  кесіндісінде жинақты және 
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 ba;  кесіндісінде 

бірқалыпты жинақты болса, онда  
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теңдігі орындалады, яғни, мүшелеп дифференциалдауға болады.  

 

8.1.6 Дәрежелік қатарлар 

 

Дәрежелік қатарлар функционалдық қатарлардың дербес жағдайы болып 

есептеледі.  

Анықтама 11.  
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қатысты дәрежелік қатар деп атайды. 

0a  болса, дәрежелік қатардың түрі: 
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Теорема 12. (Абель). (10) қатардың 
0

xx   нүктесіндегі жинақтылығынан, оның 

0xx   облысында абсолютті жинақтылығы, ал 
0

xx   облысында жинақсыз 

болатындығы шығады.  

 Абель теоремасынан (10) қатары үшін  Rx    облысында жинақты, ал Rx   -

облысында жинақсыз болатындай жалғыз R :  R0 саны табылады.  

R  саны дәрежелік қатардың жинақтылық радиусы, );( RR облысы жинақтылық 

облысы деп аталады.  
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 формуламен есептеледі. 

       D  облысы (9) дәрежелік қатарының жинақтылық облысының ішінде жатқан кез-

келген кесінді болсын. Онда: 

1. (9) қатары  D  облысында мажорантталады.  

2. (9) қатарының қосындысы D  облысында үзіліссіз. 

3. (9) қатарын D  облысында мүшелеп интегралдауға және мүшелеп 

дифференциалдауға болады. Нәтижесінде алынған қатарлардың жинақтылық облысы 

алғашқы қатардың жинақтылық облысымен сәйкес келеді.  

 

8.1.7 Тейлор қатары 
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(12) формуласы Тейлор формуласы, ал 0a  болса, Маклорен формуласы деп аталады. 

Бұл формулалар  )(xP
n

 a  нүктесінің аймағында )(xfy   функциясын )(xP
n

 

көпмүшелігімен )(xR
n

 тең дәлдікпен ауыстыруға мүмкіндік береді. 

a  нүктесінің аймағында  )(xfy   шексіз рет дифференциалданатын болсын. Онда  

n  санының шексіз үлкен мәні үшін дәрежелік қатарға жіктеледі. Қандай шарттар үшін 

)()( xfxS   бұл қатардың қосындысы болады?  

Теорема 13. Егер )(xf функциясы );( raraD   шексіз 

дифференциалданатын функция  және  DxxR
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теңдігі орынды және (13) қатары D  облысында )(xf  функциясына бірқалыпты 

жинақталады. 

 Әрбір элементар функция үшін  );( RaRa   аралығында Тейлор қатарына 

жіктелетіндей  a  және R  сандарын анықтауға болады.   
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Ескерту:  Көрсетілген жіктеулерді күрделі функциялардың Маклорен қатарына жіктелуін 

алу үшін де қолдануға болады.  
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жіктейміз. 

4. xarcsinу   функциясы үшін 
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  -  бұл формула  санын есептеуге 

қолданылады. 

Қатарлардың көмегімен интегралдары элементар функциялармен өрнектелмейтін 

интегралдарды есептеуге болады.  

 

8.2 Өз білімін тексеруге арналған сұрақтар 

 

1. Сандық қатардың анықтамасы.Қатардың дербес қосындысы. 

2. Қатардың қосындысының анықтамасы. 

3. Сандық қатардың жинақтылығы мен жинақсыздығы. 

4. Жинақтылықтың қажетті шарты. 

5. Таңбалары оң қатарларды салыстыру белгілері. 

6. Жинақтылықтың жеткілікті белгілері:Даламбер белгісі.Коши белгісі. 

7. Таңбалары ауыспалы қатарлар. Абсолютті және шартты жинақтылық. 

8. Таңбалары алма-кезек ауыспалы қатарлар. Лейбниц белгісі. 

9. Функционалдық қатардың анықтамасы. 

10. Жинақтылық облысы. 

11. Қатардың бірқалыпты жинақтылығының анықтамасы.  

12. Қатарды мүшелеп интегралдау және мүшелеп  дифференциалдау. 

13. Дәрежелік қатарлар. Жинақтылық интервалы. 

14. Тейлор және Маклорен қатарлары. 

15. Элементар  функцияларды қатарға жіктеу. 
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Дәлелденді.   



2) Лейбниц белгісін қолданып, таңбасы ауыспалы қатардың жинақтылығын 
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 қатар жинақсыз.  



Жауабы: .55 exe  -жинақтылық облысы. 
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Егер х = 2 болса,   
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  қатары шартты жинақты, өйткені 
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Жауабы: 2 < х ≤ 8. 
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33  exe . Аралықтың шеткі нүктелерінде қатар жинақсыз болады. 

Жауабы: 33  exe . 
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