
6 ҚИСЫҚ СЫЗЫҚТЫ ИНТЕГРАЛДАР 

 

6.1 Теориялық бөлім 

 

6.1.1 І-түрдегі қисық сызықты интеграл 

 

OXY  жазықтығында AB  түзетілетін тұйық емес қисығы берілген. AB  

қисығында анықталған үзіліссіз ),( yxfz  функциясы берілген. AB қисығын ұзындығы 

il  болатын n бөлікке бөлеміз. Әрбір бөліктен  iiiM  ;  нүктесін таңдап алып, 

интегралдық қосынды құрамыз 

    



n

i

ii lMf
1

                                                                                 (1) 

Анықтама. Бөліктердің диаметрінің үлкені нольге ұмтылғанда, интегралдық 

қосындыдан шек алатын болсақ, ол шек AB  қисығы бойынша ),( yxfz   функциясынан 

алынған қисық сызықты интегралды береді 
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Қисық сызықты интегралдардың қасиеттері 

1.  
BAAB

dlyxfdlyxf ),(),(  

Қисық сызықты интегралдың қалған барлық қасиеттері анықталған интегралдың 

қасиеттерімен сәйкес келеді. 

Геометриялық мағынасы 

І-түрдегі қисық сызықты интегралдың сандық мәні биіктігі ),( yxfz   

функциясымен анықталатын, төменнен AB  қисығымен шектелген және ),( yxM  

нүктесінде тұрғызылған перпендикулярдан тұратын қисық сызықты цилиндрдің ауданын 

береді. 

Егер 1),( yxf  болса, AB  қисығының ұзындығы 
Ab

dlL  арқылы анықталады. 

 

І-түрдегі қисық сызықты интегралдарды есептеу 

Анықталған интегралдарды есептеуге келтіріледі. 

1. AB  қисығы кеңістікте параметрлік түрде берілсе  
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2. AB  қисығы жазықтықта параметрлік түрде берілсе 
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3. AB  қисығы декарттық координата жазықтығында y  функциясы арқылы берілген 
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4. AB  қисығы полярлық координатада   ),(   арқылы берілген 

     





dfdlyxf
AB

22sin)(;cos)(),(   . 

 

6.1.2 ІІ-түрдегі қисық сызықты интегралдар 

 

AB  қисығында ),( yxP  және ),( yxQ  функциялары анықталсын. AB  қисығын n  

бөлікке бөліп, ix  және iy  арқылы доғалардың координата осьтеріне проекцияларын 

белгілеп, қосынды құрамыз 
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Егер   0max  il  орындалғанда (1) интегралдық қосындысының шегі бар 

болса, онда ол ІІ-түрдегі қисық сызықты интеграл деп аталады және төмендегідей 

бейнеледі 
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Егер L  - тұйық контур болса ( B  нүктесі A  нүктесімен беттеседі), онда контур 

бойынша оң бағыт деп осы контурмен қоршалған облыс контурдың сол жағында қалатын 

бағытты айтамыз және ол  төмендегідей қисық сызықты интегралмен беріледі 
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Қасиеті. 

1.  
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ІІ-түрдегі қисық сызықты интегралды есептеу 

 

1. AB  қиысығы декарт координатасында bxaxyy  ),(  теңдеуімен берілген 
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2. AB  қисығы   ttyytxx ),(),(  параметрлік түрде берілсе, онда AB  

бойынша қиысық сызықты интеграл 
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Грин формуласы (Екі еселі интегралды қисық сызықты интегралмен 

                                                 байланыстыратын формула) 

Теорема. G  - L  тұйық контурымен шектелген облысында анықталған үзіліссіз 

),(),,( yxQyxP  функцияларының дербес туындылары да үзіліссіз болса, онда төмендегі 

формула орынды болады 
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ІІ-түрдегі қисық сызықты интегралды қолдану 

1. Ауданды есептеу. 

L  тұйық контурымен қоршалған G  облысының ауданы келесі формула арқылы 

есептеледі 
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2. Күштің жұмысын есептеу. 

L  қисығының бойымен материалдық нүктенің қозғалысы бойынша 

jyxQiyxPyxF ),(),(),(   күшінің A  жұмысы төмендегі формуламен анықталады 
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6.2 Өз білімін тексеруге арналған сұрақтар 

 

1.1-түрдегі қисық сызықты интегралдар ұғымы. 

2.1-түрдегі қисық сызықты интегралдардың қасиеттері. 

3.2-түрдегі қисық сызықты интегралдар ұғымы. 

4.2-түрдегі қисық сызықты интегралдардың қасиеттері. 

5.Қисық сызықты интегралдарды есептеу жолдары. 

6.Грин формуласы. 

 

6.3 Есеп шығару үлгілері 

 

Есеп №1. Екі еселі интегралды есептеңіз. 
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Есеп №2. Қисық сызықты интегралды есептеңіз. 
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Есеп №3. 
AB

dly 2 , AB  - шеңбердің бөліг 
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Есеп №4. Қисық сызықты интегралды есептеңіз. 

  
AB

BAxyABdyxydxx )1,1(),0,0(,:,13 232  

xyx 2  

      

 

  





1

0

1

0

1

0

2
1

0

54

1

0

1

0

4432232

21125

22321313

xxxdxdxx

dxxxxdxxxxxdyxydxx
AB

 

Есеп №5. Тұйық контур бойынша интегралды есептеңіз. 
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dyyx )( , мұндағы L - 1,1,0,0  yxyx  түзулерімен жасалған контур. 
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Есеп №6. Грин формуласын қолданып, L  тұйық контуры бойынша интегралды 

есептеңіз. 
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Есеп №7. )1;1(),0;0(,2 BAyx   парабола бойымен материалдық нүктенің 

орын ауыстыруы бойынша jyixyyxF 22),(   күш өрісінің жұмысын 

есептеңіздер. 
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